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SO‘ZBOSHI

Ushbu o‘quv go'llanma 0 ‘zbekiston Respublikasi Oliy
va o ‘rta maxsus ta’lim vazirligi tomonidan «Akademik litseylar
va kasb-hunar kollejlari» uchun tasdiglangan o‘quv dasturiga
muvofiq yozildi.

«Kadrlar tayyorlash milliy dasturi»ning tarkibiy gism-
laridan biri uzluksiz ta’lim bo'lib, bunda akademik litsey va
kasb-hunar kollejlari muhim o‘rin tutadi. Akademik litsey
Davlat ta’lim standartlariga muvofig o‘quvchilarning
imkoniyatlari va gizigishlarini hisobga olgan holda ularni
ladal intellektual rivojlantirish, chuqur sohalashtirish,
labagalashtirish, kasbga yo'naltirilgan ta’lim olishlarini
ili'minlaydi. 0 ‘quvchilar o'zlari tanlab olgan ta’lim yo‘nalishi
)o‘yicha bilim-saviyalarini oshirish hamda fanni chuqur
o'rganishga garatilgan maxsus kasb-hunar ko‘nikmalarini
egallash imkoniyatiga ega bo‘ladilar.

Kasb-hunar kollejida tegishli Davlat ta’lim standartlari
doirasida o‘quvchilarning kasb-hunarga moyilligini, bilim va
ko'nikmalarini chuqur rivojlantirish, bir yoki bir necha
[.amonaviy kasb-hunarni egallash hamda tegishli o‘quv
lanlaridan chuqur nazariy bilim olish imkoni beriladi.

Ta’limning bu yangi zamonaviy turlarida geometriyani
d'gitishdan asosiy magsad o ‘quvchilarga chuqur ilmiy asoslan-
r.an nazariy bilim berish, olingan bilimlarni kasblarga tatbig
(la olish bo‘yicha malaka va ko‘nikmalarni hosil qilish,
mustaqil fikrlash gobiliyatlarini rivojlantirish, mustaqil bilim
olishning yoi-yo‘riglarini o‘rgatishdan iborat bo‘Imog‘i
lozim.

Qo‘llanmani yozishda ma’lum (ko‘rsatilgan) ada-
biyotlardan va o‘zimizning ko‘p yillik pedagogik tajribamiz-
dan foydalandik.

Qo‘llanmaning go‘lyozmasini e’tibor bilan o‘qib chiqib,
kamchiliklarini ko'rsatish bilan birga, uni tuzatish uchun
maslahatlarini va xizmatlarini ayamagan 0 ‘rta maxsus kasb-
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hunar ta’limini rivojlantirish instituti akademik litseylarda
ta’lim mazmuni va metodikasi bo'limi mudiri, fizika-
matematika fanlari nomzodi, dotsent Q.H.Abdullayevga,
kitobning qo'lyozmasini ko'rib chiqib, frkr-mulohazalar
bergan hamda amaliy yordam ko‘rsatgan Qarshi davlat
universiteti dotsenti S.U.Uzoqovga, shuningdek, kitobning
go'lyozmasini kompyuterda tayyorlashda xizmati singgan,
«0‘zbeko‘quvavtomatika» Qashqgadaryo ixtisoslashtirilgan
markazi bosh muhandisi S.A.Jo‘rayevga o‘zimizning samimiy
minnatdorchiligimizni izhor etamiz.

Muallif



GEOMETRIYA FANINING TARAQQIYOTI

Geometriya geometrik shakllarning xossalari hagidagi
landir. «Geometriya» so'zi grekcha so‘z bo‘lib, o‘zbekcha
myer o'lchash» degan ma’noni bildiradi. Bunday atalish
I'cometriyaning paydo bo‘lishi yer ustida o'lchash ishlari
bilan bogiiqligidan darak beradi.

Biz geometriyani o ‘rganishni planimetriyadan boshlaymiz.
I’lanimetriya bu geometriyaning bir bo‘limi bo‘lib, unda
u kislikdagi shakllar o ‘rganiladi.

Qadim zamonlardan bizgacha yetib kelgan geometriya
I,mining taraqqiyot yo‘liga nazar tashlaylik.

Ko'pgina adabiyotlarda matematika fani, jumladan geo-
metriyaning birinchi davri gadimgi yunonlargacha bo'lgan
ilavrni o‘z ichiga oladi. Yunonlargacha bo‘lgan davr
I'l-oinetriyani asoslashga toiiq qizigish bo‘hnaganligi bilan
L.irglanadi.

Misrliklar va bobilliklar, hindlar va boshga gadimiy
vjilglar bizning eramizdan bir necha ming yillar avval ham
11 lil'siz, aksiomasiz va isbotsiz gabul gilingan geometrik
m.riumotlarga ega bo‘lganlar. Ularning geometriyasi tajriba
n kn/.atishlardan olingan qoidalar va formulalardan iborat
I"i lib, yuzlarni va hajmlarni hisoblashda ishlatilgan, hisob-
11 hlarda qoilanilgan formulalarning ayrimlari, hatto to‘g‘ri
li.hii bo'lmagan, ularning geometriyasini empirik (tajriba)
p uinetriya deb yuritiladi.

(ieometriyaning fan sifatida shakllana borishining ikkinchi
oLivri gadimgi yunonlar davri hisoblanib, ular ilmiy ma’lu-
nii iilarni kashfetibgina golmasdan, balki takomillashgan man-
1<\ nsnllarni ishlab chigib, tajriba va kuzatishlardan to'plan-

tilar.

(ieometriya fanini mantigiy umumlashtirilgan fanga
nvlantiiishda Fales, Pifagor, Gippokrat, Yevdoks, Evklid,
\i Mined kabi olimlarning xizmati benihoya kattadir.



Evklidning «Boshlang‘ichlar» («Negizlar») deb nom-
langan kitobining geometriyaga asos bo'lishi gadimgi yunon-
larning eng buyuk yutug‘i sanaladi. «Boshlang'ichlar» kitobi-
ning ahamiyati va buyukligi shundan iboratki, u gariyb 2300
yildan ortiqroq vaqt davomida butun dunyoda geometriyadan
yagona darsiik sifatida xizmat gilib kelgan.

«Boshlang‘ichlar» 13 kitobdan iborat bo‘lib, bu asaming
dastlabki 6 ta kitobi planimetriyaga, VI1—X Kkitoblari son hagidagi
ta’limotga, XI—XIIl kitoblari esa stereometriyaga oiddir.

Geometriya tarixiy taraqqiyotining uchinchi davri hozirgi
zamon davri deb yuritiladi.

Hozirgi davr geometriyasining o'ziga xos xususiyati
shundan iboratki, u har ganday ko‘rgazmali namoyish etishga
yoki geometrik tushunchalarning har xil chizma tasvirlarini
ko'rsatishga asoslanmasdan, balki yetarli aniq qoidalar,
aksiomalar va ta’riflar asosida tuzilgandir. Shuning uchun
uni aksiomatik geometriya deb yuritiladi.

Uchinchi davr geometriya fanining o ‘zgarishlari sifatida
N.l.Lobachevskiy (1792—1856) yaratgan yangiliklarni ko‘rsa-
tish mumkin. U Evklid geometriyasidan fargli yangi bir
geometriyani yaratdiki, u Lobachevskiy geometriyasi nomi
bilan yuritilmogda. Bu geometriyaning yaratilishi esa fanda
burilish deb alohida gayd etib kelinmoqgda.

Bu ikkala geometriya orasidagi eng asosiy farq ulardagi
«Parallellar nazariyasi»ning turlichaligidan iboratdir.

«Geometriya» fanining rivojlanishida vatandosh olimla-
rimizning ham xizmatlari buyukdir.

Masalan, tibbiyot ilmida butun dunyoga dong'i ketgan
0 ‘rta Osiyolik ulug‘ alloma Abu Ali ibn Sino (980—1037)
0‘zining «Bilimlar kitobi»da planimetriya asoslari va
stereometriya asoslarini bir gismga birlashtirib bayon etadi
(Evklid «Boshlang‘ichlar» kitobida planimetriyani birinchi
kitobida, stereometriyani ikkinchi kitobida bayon etadi).
Masalan, 1- bo'limining «Stereometriyaning kesishuvchi chi-
ziglarga tegishli bo'lgan boshlang‘ichlari hagida» degan gismi-
da to‘g‘ri chizigga bo‘lgan perpendikular hagida, gariyb
shu yerning o'zidayoq tekislikka perpendikular hagida ham
so‘z yuritiladi.
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Fanda yorgin iz goldirgan ulug‘ vatandoshimiz Abu
Rayhon Beruniyning ilmiy merosi ichida maktablarimiz uchun
I'oydali bo'lgan ma’lumotlarjuda ko'pdir. Masalan, «Ma’sud
iionunlari» nomli yirik asarning geometriya va trigonometriyaga
bag'ishlangan boblaridagi ko'p ma’lumotlarni akademik litsey
va kasb-hunar kollejlarida to'garak mashg'ulotlarida o'rga-
nilishi ta’lim va tarbiyaviy jihatdan katta foyda keltiradi.

«Geometriya» fani o‘zi nimani o'rganadi va u ganday
paydo bo'lgan degan savolning tug'ilishi tabiiydir.

Biz har xil narsalar va voqealar orasida yashaymiz,
hizni o'rab olgan narsalar har xil xossalarga ega. Narsalar-
ning xususiyatlari va xossalarini turli fanlar o'rganadi.
Masalan, metalldan yasalgan sharni garaydigan bo'lsak, kimyo
bu sharda gancha temir, uglerod va boshga elementlar borligi
bilan gizigsa, fizika esa ganday temperaturada erishi, bosimga
ganday kuch bilan garshilik ko'rsatishi kabi xossalarni
n'rganadi, geometriya shaming yuqoridagi xossalardan farq
ililuvchi boshga xossalarini o'rganadi. Geometriya shaming
liakli, o'lchami, boshga narsalarga nisbatan vaziyatiga qizi-
ilib, uning og'irligi, rangi, qattigligi, tarkibi kabi boshqa
vossalarini e’tiborga olmaydi.

Kishilar mehnat faoliyatida foydalanishi qulay bo'lishi
uchun narsalarning shakli va o'lchamiga juda katta e’tibor
lulan garaydilar. Masalan, yozishda noqulay bo'lganligi uchun
u/.unligi 2 metr bo'lgan galam hech vaqt ishlatilmaydi. Temir
vo'l relslari poyezd va vagonlarg'ildiraklari orasidagi masofa-
*an katta kenglikda o'matilmaydi.

Yana shuni ham aytish kerakki, Kkishilar amaliy mehnat
lioliyatlarida narsalar orasidagi masofani o'lchash va ularni
m.i’lum tartibdajoylashtirishga duch keladilar. Masalan, zavod
m\larida stanoklarni to'g'ri joylashtirish mehnat unumdor-
ligini oshirishga yordam beradi, mashina mexanizmining ayrim
4isinlarini magsadga muvofiq joylashtirish ulardan foydala-
tir.hga qulaylik tug'diradi.

Dcmak. narsalarning shaklini, o'lchamlarini va ularning
n'/aro vaziyatlarini (joylashuvini) o'rganuvchi fan geometriya
ilcyiladi.



Qadim zamonlarda odamlar masofalarni o‘lchash,
mehnat qurollarini yasash, turli shakldagi va turli kattalikdagi
yer maydonlarining yuzlarini hisoblash, rejalarini olish,
rejalarga qarab ularning haqiqiy kattaliklarini aniglash, turli
inshootlarning va idishlarning sig'imlarini hisoblash ishlari
bilan shug'ullanishlariga to‘g‘ri kelgan, turmushning o‘zi
odamlar oldiga har xil geometrik masalalarni yechish vazifasini
go‘ygan.

Mana shunday masalalardan biri:

Nil daryosining har yili toshib turishi natijasida hosilning
nobud bo'lishi, yer maydonlari chegarasining yuvib ketishi
sodir bo'lar edi. Toshqgindan so‘ng ko'p misrliklar o‘z
yerlarini topishlari va ularning chegaralarini gaytadan
tiklashlari lozim edi. Yer maydonlari shaklini va o'lcham-
larini gayta aniq tiklash esa o'lchash, chizish va hisoblashga
doir murakkab ishlar bilan bog'liq edi. Savdo, dengizda
suzish va hunarmandchilikning rivojlanishi idishlarning
sig'imini o'lchashni, narsalarning shakli, o'lchamlari va
o'zaro joylashuvlariga doir har xil masalalarni hal qilishni
talab etar edi. Kishilar bu ishlarni bajarish asosida asta-
sekin hisoblash qoidalarini topa boshlaydilar.

Bu o'rinda fanda yorqin iz goldirgan yurtdoshimiz Al-
Farg'oniyning nomini tilga olish o'rinlidir. Al-Farg‘oniy
Bag'dod shahrida «Baytul hikma* («Hikmatlar uyi») deb
atalgan ilmiy anjumanning rahbari Al-Xorazmiy huzurida
faol ish olib borgan.

U yaratgan «Astrolyabiya» yoki «Usturlab» deb atalgan
asbobdan amaliy hisoblash ishlarida keng foydalanganlar. U
ilmning hayotiyligi, amalda qo'llanilishiga ko‘p e’tibor
bergan. U «qaysi bilim hayot talablariga ko'proq javob bera
olsa, o'sha mugim o'rnashadi» deb ta’kidlaydi.



I bob
I/B PLANIMETRTYA ASOSLARI

1- § . Qadimgi masalalar

Bizgacha yetib kelgan moddiy-madaniy yodgorliklar,
ko'pgina gadimiy yozma hujjatlar bundan taxminan to'rt
nung yillar ilgari Qadimiy Misr va Bobil xalglari anchagina
" omctrik ma’lumotlarga ega ekanliklaridan dalolat beradi.

Masalan, Misr piramidalari (fir’avnlar gabrlari)ning
li.ikllari hayratda qolarli darajada muntazamligi bilan ajralib
Inradi.

Bu inshootlarning qurilishiga fagat geometrik bilimlarga
*y\ bo'lgan kishilargina rahbarlik gilganligi ravshandir.

I ramizdan avvalgi 2000—1700- yillarga taallugli bo'lgan
(hailimgi Misr papiruslarida bir gator geometrik masalalar-
iimg yechimlari bor, ulardan ba’zilari esa benugson yechilgan.

(ieometrik ma’lumotlarni bundan keyingi to'plash va
.r.icmalashtirish ishidagi xizmatlar gadimgi yunon olimlariga
innnsubdir.

(ieometrik dalillarning dastlabki isbotlari miletlik Fales
(fiamizdan avvalgi 639—548- yillar) nomi bilan bog'liq. Fales
iimlohazalarning ganday usullarini go'llaganligini biz fagat
lahmlashimiz mumkin.

Masalan, Falesning:

a) «Diametr doirani teng ikkiga bo'ladi».

b) «Vertikal burchaklar teng».

il) «Teng yonli uchburchak asosidagi burchaklar teng»
I ,iln leoremalari ifodalanishini ko'zdan kechirib, bu xossalar-
iillif lo'g'riligi bir shaklni ikkinchi shakl ustiga qo'yish yo'li
lulm topilgan deb faraz gilish mumkin.

Ko'pgina teoremalar isbotining muallifi Pifagor (era-
nii/dan avvalgi 564—473- yillar) deyishadi. Ammo mashhur
-hlagor teoremasi» undan ancha oldin ham ma’lum bo'lib,
mu kim isbotlaganligi va Pifagorning o'zi ganday isbotni
I" ifanligi aniglanmagan.



Geometrik jumlalar to‘g‘riligining isbotlari, fandagi mu-
hokamalarning umumiy metodlari, gadimgi buyuk faylasuflar
Demokrit, Platon, Aristotellarning digqatini o°‘ziga tortgan.
Qadimgi buyuk matematik Arximed (eramizdan avvalgi 287—
212- yillar) Evklidning nazariy fikrlarini chuqurlashtirdi va
to'ldirdi.

Arximedning kashfiyotlari orasida aylana uzunligini va
doira yuzini o'lchash bilan shakllarning hajmini, shu jum-
ladan silindr va'shaming hajmlarini hisoblash bilan bog‘lig
bo'lgan masalalarni atroflicha ishlab chigqganligini gqayd qgilish
lozim.

Masalan, Arximed ona shahri Sirakuzani Rim bosqin-
chilari hujumidan mudofaa qgilish paytida gahramonona halok
bo'lgan. U qgabr toshiga silindrga ichki chizilgan sharni
tasvirlashni vasiyat gilgan. Shu shaming hajmi silindr hajmi-
ning 2/3 qismiga tengligining isboti Arximedning ilmiy
yutuglaridan biri bo'lgan.

Masalalar:

a) uchburchakning yuzini uchala tomonining berilgan
uzunliklari bo'yicha topish;

b) vatarlarjadvalida 0° dan 180° gacha burchaklar uchun
vatar uzunliklari 0,5° dan oralatib berilgan.

Sirkul va chizg'ich yordamida bevosita yechib bo'Imay-
digan klassik masalalar:

a) kubni shakllantirish;

b) burchakni uchta teng gismga bo'lish;

d) doira kvadraturasi.

Bu masalalarni boshga geometrik qurollar bilan yechish
mumkin, sirkul va chizg'ich bilan esa taqgriban yechish
mumkin.

Kubni ikkilantirish masalasi Qadimgi Yunonistondan
ma’lum bo'lgan yasashga doir uchta asosiy masalaning biridir.

Masala (Delovs masalasi):

Hajmi berilgan kub hajmidan ikki marta katta bo'lgan
kub yasang.

Berilgan kubning qirrasi a bo'lsin, yasalishi kerak bo'lgan
kubning qirrasini st bilan belgilaymiz.
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Masala shartiga ko‘ra x 3= 2a 3bo'lib, berilgan kubning
dirrasini a= 1 desak, x3- 2 =0 tenglama hosil bo'ladi.

Algebradan ma’lumki, bosh hadi oldidagi koeffitsiyenti
birga teng va qolgan koeffitsiyentlari butun sonlardan iborat
I ir noma’lumli algebraik tenglamaning ratsional ildizlari fagat
| utun sonlardan iborat bo‘lishi uchun ular ozod hadning
ho'luvchilari tarkibiga ham Kkirishi kerak, lekin 2 sonining
bo'luvchilari fagat +1; +2 sonlaridan iborat bo‘lib, ular
u nglamani ganoatlantirmaydi. Demak, x3-2 0 3= 0 tenglama
I n ratsional ildizlarga ega emas, ya’ni kubni ikkilantirish
masalasi sirkul va chizg'ich yordamida hal gilinmaydi.

2- 8. Aylana yoyining gradus o ‘Ichovlari

Aylanada ikkita ixtiyoriy A va B nuqtani belgilaylik. Ular
lanani ikkita yoyga ajratadi.

Bu yoylarning har biri aylana yoyi deb ataladi. Aylana
\(n larini bir-biridan farglash uchun ular orasida oralig nugta
i -lj-ilanadi yoki Kkichik lotin harfi go‘yiladi.

Masalan, 1-rasmda ajratib ko‘rsatilgan yoy uACB

i mgilishi: ACB yoy) yoki, shuningdek, ACB yoki AmB

kaln belgilanadi.
1 rasmda MN vatar (kesma) va MN yoy ko‘rsatilgan.
<Maida MN vatar MN yoyni tortib turadi deyiladi.
Aylana butun yoyining 360 dan bir bo'lagi bir gradus
il. >ataladi va 1° kabi belgilahadi. Gradus aylana yoyining
n Irhov birligi qgilib olingan. Masalan, AB yoyning gradus
u

* Khovi 105° ga teng bo‘lsa, u AB-
ITh" shaklida yoziladi.
Aylana diametri uning yoyini 180°
i i icng bo'lgan ikkita yoyga ajratadi.
Aylana yoyining gradus o'lchovi *
hi hi’ radiusiga bogiiq emas.

1- rasm.



Mashqglar

1. Aylananing -y; jal- |4 1'6 Tl‘g bo‘lagi necha gradusli
yoylar bo'ladi?

(Javob: 180°; 120°; 90°; 36°; 30°.)

2. Aylanani 1, 4, 8, 11 sonlariga proporsional bo'lgan
yoylarga boiing.

(Javob: 15°; 60°; 120°; 165°.)

3. Soatning soat mili 1soatda necha gradusli va minut mili

necha gradusli yoy chizadi?

(Javob: 30°; 360°.)

4. Soatning minut mili 15 minutda necha gradusli yoy chizadi?

(Javob: 90°)

5. Soatning minut mili 1 minutda necha gradusli yoy chizadi?

(Javob: 6°.)

3- 8. Burchak va uning turlari

Umumiy uchga ega bo'lgan ikki nurdan tashkil topgan
geometrik shakl burchak deb ataladi (2- rasm).

Nurlar burchakning tomonlari, ularning umumiy nuqtasi
burchakning uchi deb ataladi. O nugta —burchakning uchi;

O A va OB nurlar —burchakning tomonlari. Burchak ZAC
yoki ZO ko'rinishda belgilanadi.

3- rasmda burchakning ichki gismi (sohasi) chizib ko'rsa
tilgan.

Agar burchaklarning tomonlari bir to'g'ri chizigni tashkil

1- rasm. 3- rasm.
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iltlsa, burchak yoyiq burchak deb ataladi.

Burchakning tomonlari tekislikni ikkita boMakka ajratadi.
Murchak tomonlaridagi nurlardan ixtiyoriy birini to‘g‘ri
ihizigga to‘ldiraylik. Bu to‘g‘ri chiziqg tekislikning burchak
liosil gilgan bo'laklaridan qaysi birini kesmasa, shu bo'lak
buiehakning ichki gismi (sohasi) deb ataladi, ikkinchisi esa
in\hqi gismi (sohasi) deb ataladi.

Agar alohida ta’kidlanmasa, burchak deganda tekislik-
miig shu burchak tomonlari bilan chegaralangan ichki sohasi
liishuniladi.

1-ta’rif. Aylana to‘la yoyining ~ (to‘rtdan bir) gis-

iiii 90° ga teng. Kattaligi 90° ga teng burchak tog i burchak
deyiladi.

2-ta’rif. To‘g‘ri burchakdan kichik burchak o tkir
burchak deyiladi.

3-ta’rif. To‘g‘ri burchakdan katta, ammo yoyiq

4-1a’rif. Birnugtadan chiggan nur, o‘sha nuqta atro-
lul.i aylanib, avvalgi holatini olishi natijasida hosil bo'lgan
i inrhak tof1a burchak deyiladi (4- rasm).

liar gqanday to‘g‘ri burchaklar bir-biriga teng, yoyiq
I>uu hak 180° bo'lgani uchun u ikkita to'g'ri burchakka teng.
Yer ustida o‘lchashlarda burchaklarni o‘lchash uchun

Cl

In n'll burchak 0 ‘tkir burchak 0 ‘tmas burchak To‘la burchak
4- rasm.
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B ekker, astrolyabiya va teodolit
nomli asboblardan, o‘quv ja-
rayonida esa burchaklarni o‘l-
chashda transportirdan foyda-
A 0 C  laniladi.
-, To‘g‘ri burchakning katta-
ligi d harfi bilan belgilanadi
(fransuzcha «droit — to‘g‘ri» so‘zining birinchi harfi):
d= 90°.

Bittadan tomonlari umumiy bo‘lib, qolgan tomonlari
to‘g‘ri chizigni tashkil etgan burchaklar goshni burchaklar
deyiladi (5- rasm).

Z BOC va Z AOB —qo‘shni burchaklar.

Qo‘shni burchaklar birgalikda yoyiq burchakni tashkil
gilgani uchun ularning kattaliklari yig'indisi 180° ga teng
bo‘ladi.

Berilgan har ganday burchak uchun uning har bir
tomonini davom ettirib, ikki usul bilan go'shni burchaklarni
yasash mumkin (6- rasm).

Vertikal burchaklar deb, birining tomonlarini uchiga
nisbatan davom ettirish natijasida hosil bo'lgan burchaklarga
aytiladi (7- rasm).

DOB burchakning uchiga nisbatan OB tomonning davomi
O A tomon,0Z) tomonning davomi OC tomon deb ol
ZDOB va ZAOC vertikal burchaklar bo‘ladi. Xuddi shuning-
dek, AOD burchak AO tomonining davomi OB va OD
tomonining davomi OC bo‘lgani sababli Z AOD va Z COB
vertikal burchaklar. Vertikal burchaklar o‘zaro tengdir, ya’ni
ZDOB-ZAOC va ZAOD =Z COB (7- rasm).

6- rasm. 7- rasm.
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Wil Mashglar

| Ikkita to‘g‘ri chizig O nuqtada kesishadi. Nechta burchak
liosil bo‘ladi?

/. 370° li burchakni ganday yasash mumkin?

I I'ransportir yordamida 15° li; 30° li burchaklar yasang.

4 Agar a =80° bo‘lsa, unga qo‘shni burchakning kattaligi
gancha bo‘ladi?

V |l -24° bo'lsa, unga vertikal burchakning kattaligi gancha
boMadi? Shu burchakni yasang.

4- 8. Burchaklarni oMchash

Ikirchaklarni o‘lchash uchun markazi burchak uchida
Im'lgan ixtiyoriy radiusli aylana chizaylik (8- rasm).

Ava B nuqgtalar Z AOB tomonlarining aylana bilan kesi-
In.h nuqgtalari bo‘ladi.

la’rif. Ikki radius orasidagi burchak markaziy burchak
tlryiladi.

lhirchakning OA va OB radiuslar bilan chegaralangan
lin'lagi markaziy burchak, aylananing AB yoyi esa markaziy
biiii hakka tiralgan yoy deb ataladi.

Hilta aylanada yoki bir nechta aylanalarda:

1) markaziy burchaklar teng bo ‘Isa, ularga tiralgan yoylar
hum teng bo'ladi;

2) teng yoylarga teng markaziy burchaklar mos keladi.

Markaziy burchakning kattaligi ay-
liiunmg burchak orasidagi bo ‘lagi yoyi-
iilng gradus olchoviga teng. Kesmaning
iifiinligi chizg'ich yordamida o‘lchan-
rmi smgari, burchakning kattaligi trans-
i" mu yordamida o ‘Ichanadi. Masalan, AB
voyning gradus oichovi 15° ga teng
I"11,i, ZAOB= 15° deb yoziladi.

Iransportir markaziy burchak xos-
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Aylana yoyining gradus o‘lchovi ham kesma uzunligi
xossalariga o‘xshash xossalarga ega (mustaqil ta’riflang).

1 Teng kesmalarning uzunliklari tengdir.

2. Kesmalar yig ‘indisining uzunligi qo Shiluvchi kesmae
laming uzunliklari yigindisiga teng.

3. Kesmalar ayirmasining uzunligi shu kesmalar uzunlik-
larining ayirmasiga teng.

4. Istalgan nurga lining boshlang'ich nugtasidan berilgan
uzunlikdagi yagona (ya hifaqgat bitta) kesmani qo {ish mumkin.

Gradus o‘Ichovi anigligini oshirish uchun bir gradusning

gismi 1 minut (') va bir minutning ~ qismi 1 sekund
(1") deb gabul gilingan.

Mashqlar

1. Transportirning yasalishi ganday geometrik xossalarga
asoslangan?

Transportir yordamida 25° li, 15° li burchak yasang.
Transportir yordamida 120° li, 140° li burchak yasang.
380° li burchakni ganday yasash mumkin?

To‘g‘ri burchak (90°), 45° li o‘tkir burchak, 105° li o ‘tmas
burchaklarni transportir yordamida yasang.

o b wN

5- 8. Siniq chizig uzunligini hisoblash

Bir nechta kesmalar berilgan bo‘lsin. Kesmalarning biri-
ning oxiriga ikkinchisining boshini, ikkinchisining oxiriga
uchinchisining boshini ustma-ust qo‘yaylik va hokazo. Bunda
kesmalardan tashkil topgan geometrik shakl hosil bo‘ladi. Bir
to‘g‘ri chizigda yotmagan kesmalardan tashkil topgan geo-
metrik shakl siniq chiziq deb ataladi (9-a, b rasmlar).

Sinig chizigni tashkil gilgan kesmalar uning tomonlari
(bo'g'inlari), kesmalarning uchlari sinig chizigning uchlari
deb ataladi.

Odatda, siniq chizig uning uchlaridagi nugtalarni belgi-
lovchi harflarni ketma-ket yozish bilan belgilanadi: ABCDEF
siniq chizig.

16



b)

€)

9- rasm.

Agar siniq chizigning biror tomoni boshga tomoni bilan
lh a,lisa (9- a, b rasmlar) yoki boshga tomonning qismi
Itn’lsa, sinig chiziq maxsus siniq chizig, aks holda esa sodda
mun/ cliiziq deyiladi (9- d, e rasmlar).

Sinig chizigning tomonlari uzunliklari yig'indisi uning
ntnriri deb ataladi. Boshlang‘ich va oxirgi nugtalari ustma-
i i inshadigan siniq chizig yopiq sinig chiziq deb ataladi
(M cnism).

Sodda yopiqg sinig chizigdan tashkil topgan shakl
K4 '/iburchak deb ataladi (9- e rasm).

I corema. Sinig chizigning uzunligi uning oxirlarini tu-
Imliliruvchi kesma uzunligidan kichik emas.

Isboti. ... Anberilgan siniq chiziq boisin. Uning
I 1,, A,A{bo‘g‘inlarini bitta AtA3bo'g‘in bilan almashtiramiz,
u liolcla 1,13 4... Ansiniqg chizig hosil bo‘ladi (10- rasm).

I Ichburchak tengsizligiga binoan A,A3<AIA2 +AZA3, shu
nuhaNi bu siniq chizig AtA /i3A4... Ansinig chiziq uzunligidan
Kilia ho'Imagan uzunlikka ega. Endi AtA2 va A4 bo‘g‘inlarni

I |, kesma bilan almashtirib, AtA4... Ansiniq chizigni hosil
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A gilamiz, uning uzunligi ham
berilgan siniq chiziq uzunli-
gidan katta bo'Imaydi. Shu

A usulda davom etib, pirovar-
dida AA, kesmani o‘tkaza-
miz, uning uzunligi berilgan
siniq chizig uzunligidan katta

bo‘Imaydi. Teorema isbot qi-
10- rasm. lindi.

Mashqlar

1. 3;6; 6,5sm li kesmalami ketma-ket qo‘ying. Qanday hollar
boiishi mumkin? Tushuntiring.

2. AB=3sm, BC- 4 sm, CD=5sm li kesmalar yasab, DA
kesmaning uzunligi gancha bo‘lishini toping.

6- §. Uchburchaklarning asosiy elementlari va ularni
tomonlari orgali ifodalash

1-la’rif. Uchta kesmadan tashkil topgan sodda yopiq
siniq chiziq uchburchak deb ataladi.

2-ta’rif. Uchburchakning ixtiyoriy tomonini uning
asosi deb olish mumkin. Asosga garama-garshi burchakning
uchi esa uchburchakning uchi deb ataladi.

3-l1la’rif. Uchburchak uchidan uning asosi yotgan to ‘g ‘ri
chizigga tushirilgan perpendikular kesma uchburchakning
balandligi deb ataladi (11, 12- rasmlar).

A C

C a B A B
11- rasm. 12- rasm.
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13- rasm. 14- rasm.

I Ichburchakning balandligi uning ichida (11- rasm) yoki
i i-vldrisida (12- rasm) bo‘lishi mumkin. Asosga tushirilgan
li il niillik hayoki h4Bdeb belgilanadi.

Agar uchburchak asosidagi burchaklardan biri o‘tmas
bn Imi, uning balandligi uchburchak tashqarisida yotadi.

Agar uchburchak asosidagi ikkala burchak ham o'tkir
I"i 1., ii holda balandlik uchburchak ichida yotadi.

I Ichburchakda uchala tomonni asos deb olish mumkinligi
mii*iMi nning uchta balandligi bo‘ladi (13- rasm). A ABC da
/Ifs AK, CE — balandliklar.

lo‘g‘ri burchakli uchburchakning ikkita balandligi uning
Mil'll;ni bilan ustma-ust tushadi (14- rasm).

I ta'rif. Uchburchakning uchi bilan bu uchning
i|nishisida yotgan tomonning o'rtasini tutashtiruvchi kesma
m liburchakning medianasi deyiladi (15- rasm). A ABC da
I/1 mcdiana, u mayoki mBCdeb yoziladi.

S ta’rif. Uchburchakda burchak uchidan chiqib, bu
Imih linkni teng ikkiga bo‘luvchi nur uning bissektriscisi deyi-
l«ih

1 ABC da AK - bissektrisa, u layoki IBCdeb yoziladi,
I""ilu/ BAK=Z AylCbo‘ladi (16- rasm).
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Teng yonli uchburchakda teng tomonlar yon tomonlar,
uchinchi tomon asos, teng tomonlar hosil gilgan burchak
uchburchakning uchi deb ataladi (17- rasm).

Mashqlar

1. Tomonlari 6 sm, 5sm va ular orasidagi burchak 30°, 60°,
90° bo'lgan uchburchaklarni chizing.

2. Ikki tomoni va uchinchi tomoniga o'tkazilgan balandligi
bo‘yicha uchburchak yasang.

3. 60° li burchakning bissektrisasini yasang.

4. Tomonlari quyidagicha bo'lgan uchburchak yasash
mumkinmi:
1) 12 sm, 2 dm, 8 sm; 3) 45 sm, 45 sm, 1 m;
2) 05sm, 1m, 05 m; 4) 1dm, 5sm, 5sm ?

7- 8. Uchburchaklarning tengligi

Avvalo, ganday uchburchaklarni bir-biriga teng deyishl
lozimligini aniqglab olaylik. Agar ikkita 14C, va A2B2C2
uchburchaklarni mos ravishda ustma-ust tushirilganda, ular-j
ning uchala uchlari ustma-ust tushsa, bunday uchburchaklar
bir-biriga teng bo'ladi.

Uchburchaklarning uchlari ustma-ust tushganda, uchlarnu
tutashtiruvchi tomonlar ham, ular orasidagi burchaklar ham
ustma-ust tushadi.

Ustma-ust tushgan tomonlar va burchaklar mos tomon-
lar va burchaklar deyiladi. Demak, teng uchburchaklardd
ularning mos tomonlari va mos burchaklari teng bo‘ladi.

Ta’rif. Mostomonlari va mos burchaklari teng bo'lgan
uchburchaklar tens deviladi.

18- rasm. 19- rasm.
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Agar 4 NAC, va [ A2B2C2teng bo'lsa (18, 19- rasm-
Lii), u holda
AIBI=AB2 a,c=a22 b,c,=b22
ZA=Za2zb=zb2zc=zc2
Im'ladi va aksincha.

I Ichburchaklarning tengligini yozish uchun ham odatdagi
i*in'lk belgisi «=» qo‘llaniladi va O A"B"CX=A A2Z2B2C2
hi 1tishda yoziladi. Bunda uchburchaklarning uchlari bir-
Ihi if.i mos kelishi tartibida yoziladi. Bir-biriga mos tomonlar

vit limchaklar bir xil sondagi chiziglar va yoylar bilan belgi-
lilumli (18, 19- rasmlar).

H §. Uchburchaklar tengligining birinchi alomati

Icorema. Agar bir uchburchakning ikki tomoni va ular
ity.iwi/r/i;/ burchagi ikkinchi uchburchakning ikki tomoni va
yl,n urasidagi burchagiga mos ravishda teng bo‘lsa, bunday
H libim luiklar teng bo'ladi.

I .boti. ABC va n14C, uchburchaklarda AB =A”"BV
<(1- AtCr Z A =Z/11bo'lsin (20- rasm).

Mu uchburchaklarning tengligini isbotlaymiz. A]B2C2
Xlilnin. hak B2uchi A*B{nurda, C2uchi A"B" to‘g‘ri chizigqa
tt> 1' xni C uchi yotgan yarim tekislikdagi uchburchak bo‘lib,
n 1IH in lilnirchakka teng bo'lsin (21-rasm).

4 /LM, bo'lgani uchun B2uch B, uch bilan ustma-
Itol in li.uli (22- rasm).

: C,=Z BA]C2 bo‘lgani uchun y4,C2nur AtCt nur
film ii'lina ust tushadi (23- rasm).
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Ax Bx B2 Al BXB2)

21- rasm. 22- rasm.

C/ q(cd

VA

A BXB2) A BXB2)
23- rasm. 24- rasm.

AxCx=AxC2bo‘lgani uchun C2uch C, uch bilan ustmai
ust tushadi (24- rasm).

Shunday qilib, AIBICI uchburchak AX2C2 uchburcha
bilan ustma-ust tushadi, demak, u ABC uchburchakka teng

Teorema isbotlandi.

Mashqlar

1. Tomonlari 5sm, 8 sm va burchaklaridan biri 30° bo'lga
uchburchak chizing. Buni necha usulda bajarish mumkinj
Agar 30° li burchak uzunliklari 5 sm va 8 sm boiga!
tomonlar orasida bo‘lsa-chi?

2. Tomonlari AB =4 sm, AC - 3sm va Z A =40° bo'lgal
teng uchburchaklarni yasang. Shu uchburchaklarnin
tengligi hagida ganday xulosaga kelish mumkin?

9- §. Uchburchaklar tengligining ikkinchi alomati

Har ganday uchburchakda uchta tomon va uchta burcha
mavjud ekanligi bizga ma’lum.

ABC uchburchakda AB tomon A va B burchaklarninj
umumiy tomoni deyiladi, bu burchaklar esa shu tomongi
yopishgan burchaklar deb ataladi.
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25- rasm. 26- rasm.

I'corema. Agar bir uchburchakning bir tomoni va unga
vnpixhgan burchaklari boshga uchburchakning mos tomoni va
ww yopishgan burchaklariga teng bo ‘sa, bu uchburchaklar
leiig bo'ladi.

Ishot i. ABC va A]B]CI uchburchaldarda AB - A"BV

| Z N, vaZ B=Z Bxbo'lsin (25, 26- rasmlar).

Bu uchburchaklarning tengligini isbotlaymiz.

AtB2C2 uchburchak B2 uchi 14 nurda va C2uchi
inV li chizigga nisbatan C, uchi yotgan yarim tekislikdagi
i" hiuiichak bo'lib, u ABC uchburchakka teng bo‘Isin.

A]JH: =ABXbo'lgani uchun B2uch Bxuch bilan ustma-
iYi lushadi. Z BMA{C2-Z BxAxC{va Z A*B{C2=Z AIB[CI bo'l-
Itiini uchun A{C{nur 1,C2 nur bilan, BtC2nur esa 5,(7, nur
Ini.m ustina-ust tushadi. Bundan C2 uchning C, uch bilan
n.im.i list tushishi kelib chigadi.

Shunday qilib, AIBICI uchburchak AIB2C2 uchburchak
I'll.in ustma-ust tushadi, demak, u ABC uchburchakka teng.

leorema isbotlandi.

I, li/unligi 4 sm li kesma olib, shu kesmaning uchlarida 30°
"J 45° i burchaklarni yasang. Qaysi holda uchburchak
hosil bo'ladi?

ii NIf 3sm, ZA-50° Z B =60°bo'lgan uchburchak yasang.

11 §. Uchburchaklar tengligining uchinchi alomati

leorcma, Agar bir uchburchakning uchta tomoni ikkin-
ihi iltburchakning uchta tomoniga mos ravishda teng bo‘sa,
hi mhburchaklar teng boadi.
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Isboti. ABC va AIB]Ct uchburchaklar shunday ikkita
uchburchaklarki, ularda AB =AxBt, AC= AtCr BC = BXCX
bo'lsin (27, 28- rasmlar).

Bu uchburchaklarning tengligini isbotlaymiz.

Uchburchaklar teng emas deb faraz gilaylik. U holda bu
uchburchaklarda Z A */. Av /. C ®/L Cv B ¢ Z B]bo'ladi.

A~ C j uchburchak ABC uchburchakka teng bo'lib, uning
C2 uchi AIBI to'g'ri chizigga nisbatan C, uch bilan bitta
yarim tekislikda yotadigan uchburchak bo'lsin.

D nuqgta C, C2kesmaning o'rtasi bo'lsin. A{C, C2va 5, C, C2
uchburchaklar C,C2umumiy asosga ega bo'lsin. Shu sababli
ulardagi A{D va B"D to'g'ri chiziglar C,C2to'g'ri chiziqga
perpendikulardir. AtD va 5,D kesmalar ustma-ust tushmaydi,
chunki Ar Bv D nugtalar bir to'g'ri chizigda yotmaydi.
Ammo C,C2to'g'ri chizigning D nugtasi orgali shu to'g'ri
chizigga fagat bitta perpendikular o'tkazishimiz mumkin.
Biz garama-garshilikka duch keldik.

Teorema isbotlandi.

Yugqorida keltirilgan uchala alomat har ganday uchbur-
chaklar uchun ham o'rinlidir.

l1-masala. AB va CD kesmalar O nuqtada kesishadi,
bu nuqgta har gaysi kesmaning o'rtasi, AC = 10 bo'lsa, BD
kesma nimaga teng?

Yechilishi. Uchburchaklar tengligining birinchi
alomatiga ko'ra AOC va BOD uchburchaklar teng (29- rasm).

Ularda Z AOC va Z BOD vertikal burchaklar bo'lgani
uchun teng, AO = OB, OC = OD, chunki O nuqgta AB va
CD kesmalarning o'rtasi. AOC va BOD uchburchaklar teng-
ligidan ularning AC va BD tomonlari ham tengligi kelib chigadi.
Masala shartiga ko'ra AC = 10. Shuning uchun BD - 10.
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29- rasm. 30- rasm.

2~masala. Teng tomonli uchburchaklarning barcha
hndiaklari tengligini isbotlang.

Isboti. ABC berilgan teng tomonli uchburchak bo'lsin:
il HC=AC (30- rasm).

Shartga ko'ra AB =BC, demak, bu uchburchak AB asosli
(ing yonli uchburchakdir. Shuning uchun ham Z C=2Z A
Sn'ngra BC =AC, demak, ABC uchburchak AB asosli teng
whili uchburchakdir, u holda Z A = Z B. Shunday qilib,
, < ZA - Z B, ya'ni burchaklar teng.

< -masala.ABC va AXB{CXuchburchaklarda AB =AXBV

If AtCr Z C=90°. [, ABC-A AIBICIekanini isbotlang.

Isboti. AC tomonning davomida AC ga teng CD kes-
in.ini go'yamiz (31- rasm).

I Ichburchaklar tengligining birinchi alomatiga ko'ra ABC
vi DBC uchburchaklar teng, chunki ularning C uchidagi
limi hagi 90°, demak, ular teng, BC umumiy tomon, AC
\k (1) tomonlar yasalishiga ko'ra teng. Uchburchaklarning
li ufligiga asosan AB va DB tomonlar teng: AB = DB.

\C Itomonning davomida AxC, tomongateng CtDt kesmani
o< v.imiz. ABC va DBC uchburchaklar bilan ish ko'rganimiz

I *liburchaklaming tengligi sababli tomonlar teng: AIB= £),/?,.

n C D A C il
31- rasm.
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Endi uchburchaklar tengligining uchinchi alomatiga ko'ra
ABD va uchburchaklarning tengligi hagidagi xulosani
chigaramiz.

Bu uchburchaklarda shartga ko'ra AB =A]B{ BD =AB,
5,-0, = A}Bt bo'lgani uchun BD-B”DV nihoyat, AC =AIC)
bo'lgani uchun AD =AxDy ABD vaA]BiD]uchburchaklarning
tengligidan ularning burchaklari teng: Z A =Z Ar

Endi uchburchaklar tengligining birinchi alomatiga ko'ra
berilgan ABC va AIBICI uchburchaklarning tengligi hagidagi
xulosaga kelamiz, chunki ularda shartga ko'ra AB =AtBr
AC =AICI, isbotga ko'ra Z A =Z Ar

Mashqlar

1. Asosi AB bo'lgan teng yonli ABC uchburchakning
C uchidan kesmalar: Gltomonga CAtkesma, C2?tomonga
CBt kesma qo'yilgan.

a) CABtva BAtC uchburchaklar tengligini;
b) AB)B va BAA] uchburchaklarning tengligini isbotlang.

2. ABva CD kesmalar O nugtada kesishadi. Agar A CO burchak
DBO burchakka teng ekani va BO = CO ekani ma’lum j
bo'lsa, ACO va DBO uchburchaklarning tengligini isbotlang.

3. Teng yonli uchburchakning perimetri 7,5 sm, yon tomoni
esa 2 m. Asosini toping.

4. Teng yonli uchburchakning perimetri 15,6 m ga teng. Agar: |
1) asosi yon tomonidan 3 m kam bo'lsa; 2) asosi yon
tomonidan 3 m katta bo'lsa, uning tomonlarini toping.

5. Asosi AC bo'lgan teng yonli ABC uchburchakda BP me-
diana o'tkazilgan. Unda D nugta olingan: 1) ABD va CBD\
2) APD va CPD uchburchaklarning tengligini isbotlang.

11- §. To‘g‘ri burchakli uchburchaklarning
tenglik alomatlari

1-leorema. Agar birto §'ri burchakli uchburchakning
gipotenuzasi va kateti ikkinchi to§ i burchakli uchburchakning
gipotenuzasi va katetiga mos ravishda teng bo'lsa, bu uchbur-
chaklar teng bo'ladi.



32- rasm. 33- rasm.

Ishot i. AAC, va AB2C2 to‘g‘ri burchakli uchbur-
eli.iklard.i A[CI=A2C2 —gipotenuzalar, AiBI=A2B2 —Kkatetlar
(12- rasm).

N LILC =A AB2C2ekanini isbot gilish kerak.

loY u burchakli uchburchaklarning teng katetlarini mos
Mvishdii shunday ustma-ust tushiramizki, gipotenuzalar
kiictning ikki tomoniga joylashib, teng yonli uchburchak
hosil gilsin (33- rasm).

Bunda ikkinchi katetlar ustma-ust tushgan Kkatetlarga
|Hipcndikular bo'lgani uchun C,C2kesmani hosil giladi. C4C2
mliburchak teng yonli uchburchak, /4,5, tomon esa uning
L.um balandligi, ham bissektrisasi bo'ladi. Demak, Z.CA"B =
. CA,B2 u holda uchburchaklar tengligining birinchi alo-
m.iliga ko'ra 4 ~,5,C, = A2B2C2 Teorema isbotlandi.

Uchburchaklar tengligining birinchi va ikkinchi alomatlari
In'g'ri burchakli uchburchaklar uchun ancha soddalashadi.
Muinchi alomatda katetlarning tengligini talab qilish yetarli.

Yugorida biz har ganday uchburchaklarning tenglik alo-
m.itlari bilan tanishgan edik. To'g'ri burchakli uchburchaklar
fMi uchburchakning xususiy holi hisoblanadi. To'g'ri burchakli
in hburchaklarda tenglik alomatlari yuqoridagilarga nisbatan
muldaroqdir.

2-leorema. Agar bir to§ i burchakli uchburchakning
gipotenuzasi va o tkir burchagi ikkinchi to§ ¥i burchakli
uchburchakning gipotenuzasi va o tkir burchagiga mos ravishda
h'ng bo ‘Isa, bunday uchburchaklar o zaro teng bo fadi.
Isboti. /,5C, va A2B2C2 to'g'ri burchakli uchbur-
i li.tklarda AXC=A2C2va Z C,=Z C2bo'lsin (34, 35- rasmlar).
O AB.C.=A A.BX, ekanini ko'rsatamiz.



34- rasm. 35- rasm.

Uchburchaklarni o‘zaro teng bo'lgan o'tkir burchaklarga
yopishgan katetlari bo'yicha ustma-ust tushiraylik. Bunda C,
nugta C2 nuqta bilan ustma-ust tushsin, J1, va A2 nugtalar
esa 5,C, to'g'ri chizigning turli tomonlarida yotsin. Agar 5,
nugta B: nugta bilan ustma-ust tushsa, bu teoremaning
to'g'riligi uchburchaklar tengligining ikkinchi alomatiga ko'ra
kelib chigadi.

Faraz gilaylik, 5, nugta B\ nuqta bilan ustma-ust tush-
masin. Bunda $, va B2nuqtalarni AfA2kesma bilan tutashti-
rib, A]JCIAI teng yonli uchburchaklarni hosil gilamiz. Bu
uchburchaiclarda CXD bissektrisa. Demak, C,Z) balandlik ham
bo'ladi, ya’ni Z A2DC2=90°.

Bu esa Ax nuqtada ikkita perpendikular AXBXva AXD
o'tkazilganligini ko'rsatadi. Bunday bo'lishi esa mumkin emas.
Demak, At va D nuqtalar ustma-ust tushadi. Shunday usul
bilan B2 va D2 nugtalar ustma-ust tushishini ko'rsatamiz.
Bundan 5, va B2nugqtalarning ustma-ust tushishi kelib chigadi.

Mashqglar

1. 60° li burchak bissektrisasini yasang.

2. lkkita parallel to'g'ri chizigni uchinchi to'g'ri chiziq
kesishidan hosil bo'lgan burchaklardan biri 72° ga teng.
Qolgan yettita burchakni toping.

3. Teng yonli uchburchakda: 1) asosidagi burchaklardan
chigarilgan bissektrisalar tengligini; 2) shu burchaklar-
dan chigarilgan medianalar ham tengligini isbotlang.

4. Teng yonli uchburchakning tashgi burchaklaridan biri 70°
ga teng. Uchburchakning burchaklarini toping.
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12- §. Geometrik yasashlar

Biz berilgan uzunlikdagi kesmani va markazi hamda ra-
dliisi ma’lum bo‘lgan aylanani chizg'ich va sirkul yorda-
Minl;i yasashni bilamiz.

ludi ba’zi geometrik shakllarni yasash uchun talab qili-
iimligan shartlarni o ‘rganamiz. Geometrik shakllarni yasashda

(iitliii chizg'ich va sirkuldan foydalanamiz.

Aylana

Ickislikning berilgan nugtadan bir xil uzoglashgan hamma
nii«|i.ilaridan iborat shakl aylana deyiladi. Berilgan nuqta
ml.iiianing markazi deyiladi.

Aylana nuqgtalaridan uning markazigacha bo'lgan masofa
en l.mailing radiusi deyiladi (36- rasm).

Aylananing ikkita nugtasini tutashtiruvchi kesma vatar
mleylladi.

Aylana markazidan o'tuvchi vatar aylana diametri deyi-
1" 07- rasm). BC va MN —vatarlar, AD —diametr.

lichburchakning barcha uchlaridan o'tgan aylana shu

hbuichakka tashqi chizilgan aylana deyiladi.

leorema. Uchburchakka tashqi chizilgan aylananing
\ifkaj uchburchak tomonlarining o'rtasidan o ‘tkazilgan
il'i iulikularning kesishish nugtasidan iborat.
I .boti. /ifiCberilgan uchburchak, O nuqta shu uchbur-
t Ittlkkii lashqi chizilgan aylananing markazi bo'lsin (38- rasm).
0 markazni uchburchakning uchlari A, B va C nugtalari
Milein tutashtiramiz. U holda AOC uchburchak teng yonli,
Htunki uning OA va OC tomonlari radiuslar sifatida teng.

M

.16- rasm. 37- rasm.



Bu uchburchakning OD medians
vagtning o‘zida uning balandligi haei
Shu sababli aylananing markazz
lashgan OD balandlik AC tomongai
pendikular bo'lib, uning o'rtass
o'tuvchi to‘g‘ri chiziqda yotadi.
Xuddi shuningdek, OBC va
uchburchaklar teng yonli bo'lgani ssa
38- rasm. li, ularning uchidan asosiga tushinr
OEva O/'medianalar bir vagtning oo
balandlik ham bo'ladi. Shu sababli aylananing markazidan oo'tgiin;
OE va OF balandliklar BC va AB tomonlarning o°‘rt.:asi«n
pedendikularbo‘ladi. Demak, uchburchakka tashgi chiz:ilgiilt
aylananing markazi uchburchak tomonlarining o'rtasigai o‘td
kazilgan pedendikularlarning kesishish nugtasida bo‘lar ekan,
Teorema isbhot gilindi.

Kesmaning o'rtasidan unga perpendikular holda o “tuv®
chi to'g'ri chizig o'rta perpendikular deb ataladi.

Yasashga doir masalaning mohiyat i

Geometrik mazmunli masalalar yechilishiga ko'ra uch
guruhga bo'linadi:

1. Hisoblashga doir masalalar.

2. Isbotlashga doir masalalar.

3. Yasashga doir masalalar.

Yasashga doir masalada geometrik shakllarni berilganl
chizmachilik asboblari yordamida yasash hagida so'z bor-adi.
Bu asboblar sirkul va chizg'ichdir. Bunday masalani yechish
fagat shaklIni yasashdan iborat bo'lmay, balki bu ishni gan.day
amalga oshirish va tegishli isbotni berishdan iboratdir. Agar
shaklni yasash usuli ko Tsatilsa hamda ko'rsatilgan yascrsh-]
larni bajarish natijasida talab gilingan xossalarga ega bo1gan
shakl hosil gilinishi isbotlansa, masala yechilgan hisoblanadi.

Chizg'ichdan geometrik yasashlar asbobi sifatida foydala-
nib, ixtiyoriy to'g'ri chizigni; berilgan nuqtadan o'tuvchi
ixtiyoriy to'g'ri chizigni; berilgan ikki nugta orgali o'tuvchi
to'g'ri chizigni chizish mumkin. Chizg'ich bilan yasashga
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pp™h. 11 birorta ishni bajarish
Dh >ini. llatto bo'linmalari
Mt i|n™\ilgiin chizg'ich yorda-
IpiMi.iL.ii in qo'yib chizish ham
[|(1 PHINS.
I iHili«Dinclrik yasash asbobi
n hnilnaii markazdan beril-
li nylana chizish imkonini
li liiinIndan, sirkul yordamida
Bjn In’g'ri chiziqga berilgan

lltittii Kivsmani qo'yib chizish, b)
JpIM kcsmani teng ikkiga bo'lish
mpitkln vii h.k. 39- rasm.

I M> IUrilgan tomonlarga ko‘ra uchburchak yasash

Mwumi la. Berilgan a, b, ctomonlarga ko'ra uchburchak
mpill (M rasm).
'Y *i hilishi. Chizg'ich yordamida ixtiyoriy to'g'ri
Hj*H| u'lkazamiz va unda ixtiyoriy B nuqtani belgilaymiz .
["Sill m oyoqlarini a ga teng qilib ochib, markazi B nuqta-
mt Mt imliusi a ga teng aylana chizamiz. C —shu aylananing
n . lu/iq bilan kesishish nugtasi bo'lsin. Endi sirkul oyoglarini
Hrt I'Mif gilib ochib, markazi B nuqtada bo'lgan aylana
H~iinii/ Shu kabi C nuqtani markaz qilib, b radiusli aylana
nl/iuiii/ A nuqta shu aylanalaming kesishish nuqtalaridan
m |l Im'Isin. AB va/iCkesmalarni o'tkazamiz. ABC uchburchak
ntinnl.iri a, b, c ga teng va u izlanayotgan uchburchakdir.

14- 8. Berilgan burchakka teng burchak yasash

Masala. Berilgan burchakka teng burchak yasalsin
(4 y rasm).
Ycchilishi. 40-arasmda Z CAB berilgan bo'lsin.
| ndi OM nurning At nuqtasini markaz qilib, radiusi AB
hi* Iran aylana chizamiz (40-b rasm). Bu aylanani berilgan
1IMnur bilan kesishish nuqgtasini 5, bilan belgilaymiz. Markazi
miglada va radiusi iJCbo'lgan aylana chizamiz. Tekislikda



a) b)

40- rasm.

yasalgan bu aylanalarning kesishish nuqtasi C, izlanayotgar
burchak tomonida yotadi. CAB va CJA[BI burchaklarnin|
tengligini isbotlash uchun ABC va AX"CXuchburchaklar
ning tengligini nazarga olamiz, chunki bu uchburchaklarni®
mos tomonlari teng. Demak, Z C[]2?, —izlanayotgan burcha

15- §. Burchak bissektrisasini yasash

M asala. Berilgan burchakning bissektrisasi yasalsin.

Y echilishi. Berilgan burchakning A uchini mark
qgilib, ixtiyoriy radiusli aylana chizamiz (41- rasm).

B va C nugtalar aylananing burchak tomonlari bilan kes
shish nugtalari bo‘Isin. Endi B va C nuqtalami markaz qilib, //
radiusli aylanalar chizamiz. D nuqta ularning berilgan burchi

ichidagi kesishish nugtasi bo‘ls
AD numi o‘tkazamiz. U Z B,
burchakni teng ikkiga bo‘kv
chunki ABD va ACD uchbui
chaklar teng {AD tomon umumlj
AB =AC va BD =DC bo‘lgh
sababli) va ularning DAC, Il
burchaklari mos burchaklard
Demak, AD — bissektrisa.

16- 8. Kesmani teng ikkiga boiish

M asala. Berilgan kesma teng ikkiga bo‘linsin.

Yechilishi. AB berilgan kesma bo'lsin (42- rasfl
A va B nuqgtalarni markaz qilib, AB radiusli aylanalar chizainl
C va D nuqtalar aylanalarning kesishish nugtalari bo‘lJ
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« [liii /1/i to'g'ri chiziqga nisbatan turli yarim
li*kisliklarda yotadi. CD kesma AB to‘g‘ri
[lil/igni biror O nugtada kesib o'tadi. Ana
«Ini 0 nugta AB kesmaning o ‘rtasidir.
llagigatan ham, uchburchaklar tengli-
lIniii)’ uchinchi alomatiga ko‘ra CAD va CBD
Mclibuichaklarriing tengligi kelib chiqgadi.
liImidan Z ACO =z BCO . Uchburchaklar
Ifnyjigining birinchi alomatiga ko'ra ACO va
/li O uchburchaklar teng. Bu uchburchak-

ik AO va BO tomonlari mos tomon- D
inntii  shu sababli ular teng. Shunday qilib,
Wiiuc|(a AB kesmaning o'rtasidir. 42- rasm.

17- 8. Perpendikular to‘g‘ri chiziq yasash

Masai a. Berilgan O nuqgta orgali berilgan a to'g'ri
lii/ulila perpendikular to'g'ri chizig o'tkazilsin.

Ncchilishi. Ikki hoi bo'lishi mumkin: 1) O nuqgta a
i'l' n chizigda yotadi; 2) O nuqgta a to'g'ri chizigda
Mimiydi.

1 holni garaymiz (43-5 rasm).

I) nugtadan ixtiyoriy radiusli aylana o'tkazamiz. Bu aylana
lo r ii chizigni ikkita A va B nuqtalarda kesib o'tadi, bu A

li migtalarni markaz gilib, AB radiusli aylanalar o'tkazamiz.
niiijta ularning kesishish nuqtalaridan biri bo'lsin.
Lin i\olgan to'g'ri chizig O va C nuqtalardan o'tadi. ACO
IU Yhichburchaklarning Ouchidagi burchaklari tengligidan

\'i \Bto'g'ri chiziglarning perpendikularligi kelib chigadi.
lilnirchaklar tengligining uchinchi alomatiga ko'ra ACO
H( () uchburchaklar teng.

holni qaraylik (43-b rasm).

O nugtadan ato'g'ri chizigni kesuvchi aylana o'tkazamiz.
vii Imnuqtalar aylananing a to'g'ri chiziq bilan kesishish

[Lil;ni bo'lsin.

J1\a B nuqgtalardan o'sha radiusli aylanalar o'tkazamiz.
tiiinjia bu aylanalarning kesishish nugtasi bo'lib, u O nuqgta
litin yarim tekislikdan boshqga yarim tekislikda yotadi.
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43- rasm.

Izlanayotgan to'g'ri chiziq O va 0, nuqtalar orgali o'tadi.
Shuni isbotlaymiz. AB va 00 Jto'g'ri chiziglarning kesishish
nuqtasini C bilan belgilaymiz. 4, AOBva [l AO,B lar uchbur-
chaklar tengligining uchinchi alomatiga ko'ra teng. Shu
sababli OJ1C burchak OtA C burchakka teng. U holda . OAC
va [ OtAC birinchi alomatga ko'ra teng. Demak, ularning
ACO va ACO] burchaklari teng. Bular qo'shni burchaklar
bo'lgani uchun to'g'ri burchaklardir. Shunday gilib, OChberil-
gan O nuqtadan a to'g'ri chiziqga tushirilgan perpendikular.!

Mash glar

1. Aylana markazidan chigadigan har ganday nur aylanani
bitta nuqtada kesib o'tishini isbotlang. (Ko satmci: nurda
radiusga teng kesma qo'ying.)

2. Aylanani berilgan nugtasidan diametr va radiusga teng
vatar o'tkazilgan. Diametr bilan vatar orasidagi burchakni
toping.

3. Berilgan a, b, ¢ tomonlar bo'yicha uchburchak yasang:
Ha=2sm, b=3sm, c =4 sm;

2) a- 3sm, b=4sm, c=/5sm;
3) a=4sm, b=5sm, c =6 sm.

4. ABC uchburchak berilgan. Unga teng boshga ABD
uchburchak yasang.

5. Berilgan radiusi bo'yicha berilgan ikki nugtadan o'tuvchi
aylana yasang.



6. (Juyidagi ma’lumotlarga ko‘ra ABC uchburchakni yasang.
1) Ikki tomoni va ular orasidagi burchagiga ko‘ra:
ii) AB=5sm, AC =6 sm, Z A - 40°
b) AB =3 sm, BC=5sm, Z B =70°.
2) Bir tomoni va unga yopishgan burchaklari bo'yicha:
a) AB - 6 sm, ZA =30°, Z B =40°
b) AB =4 sm, ZA =45°, Z B =60°.

I lhirchakni to'rtta teng gismga bo'ling.

N (>0 li va 30° li burchak yasang. (Ko fsatma: teng tomonli
uchburchakni yasashdan boshlang.)

4 (iipotenuzasi va bir katetiga ko'ra to'g'ri burchakli
uchburchak yasang.

Il 1, B, C nuqtalar aylanada yotadi. Agar ABC burchak
KO' ga, aylana diametri esa 10 sm ga teng bo'lsa, AC
vatar nimaga teng bo'ladi?

18- §. Uchburchak ichki burchaklari yig‘indisi

fcorema. Uchburchak ichki burchaklarining yig indisi
ISO ga teng.
Isboti.[ ABC berilgan uchburchak bo'lsin (44- rasm).

BC tomonning o'rtasini O bilan belgilaymiz. AO kesma
iltivomida OA kesmaga teng OD kesmani qo'yamiz. BOD va
i 1>1 uchburchaklar teng, chunki ularning O uchidagi bur-
fli.iklari vertikal burchaklar sifatida teng, yasashga ko'ra
.41 OB = OC, OA =O0D.

liu uchburchaklarning tengligidan DBO va ACO bur-
[lml laming tengligi kelib chigadi.

AC, BD to'g'ri chiziglar va BC
|»"liivchiga nisbatan DBO va ACO
Inn. haklar ichki almashinuvchi bur-
liiikInrdir.

Hagigatan ham, A va D nug-

Inlii BC to'g'ri chiziqga nisbatan
il yarim tekisliklarda yotadi,
i Ininki AD kesma BC to'g'ri chizigni
mnib o'tadi.



Ichki almashinuvchi DBO va ACO burchaklarning tengli-j
gidan:

agar ichki almashinuvchi burchaklar teng bo ‘1sa yoKki ichki
bir tomonli burchaklarningyig'indisi 180°ga teng bo f1sa, to §'ri
chiziglar parallel bo'ladi, degan teoremaga asosan AC va BI)
to‘g‘ri chiziglar parallel degan natija kelib chigadi.

AC, BD to‘g‘ri chiziglar va AB kesuvchi uchun DBO va
CAB burchaklar ichki bir tomonli burchaklardir.

Hagigatan ham, C va D nugqtalar AB to‘g‘ri chiziqga
nisbatan bitta yarim tekislikda, ya’ni O nugta yotgan yarim|
tekislikda yotadi. AC va BD to'g'ri chiziglar parallel bo'lgani
uchun ichki bir tomonli CAB va DBA burchaklarning yig'in-\
disi 180° ga teng.

DBA burchak DAC va ABC burchaklarning yig'indisigal
teng, chunki BC nur oxirlari ABD burchak tomonlarida yotganB
AD kesmani kesib o‘tadi. Isbotlanganiga ko‘ra DBC burchak*
ACB burchakka teng. Demak, ABC uchburchak burchaklarinin™
yig'indisi, ya’ni Z BCA +ZABC +Z CAB yig‘indi AC va Bull
parallel to'g'ri chiziglar bilan AB kesuvchi hosil gilgan ichkiH
bir tomonli burchaklarning yig'indisiga, ya’ni 180° ga teng.

19- 8. Uchburchakning tashqi burchagi

Ta’rif. Uchburchakning berilgan uchidagi tashqi bur-
chagi deb, uchburchakning shu uchidagi burchagiga go'shni
burchakka aytiladi (45- rasm).

Uchburchakning berilgan uchidagi burchagini shu ichi-j
dagi tashqgi burchagi bilan almashtirib yubormaslik uchun u
ichki burchak deb ataladi. Oldingi mavzudagi teorema
uchburchakning fagat ichki burchaklariga taallugli edi.

Teorema. Uchburchakning tashgi burchagi o ziga go sh-\
ni boimagan ikkita ichki burchak yig'indisiga teng.

Isboti. ABC uchburchakning burchaklari yig'indisi ha-
gidagi teoremaga ko'ra ZA+ZB+ZC = 180° bundan|
ZA +ZB =180°-Z C (46- rasm).

Bu tenglikning o'ng gismi uchburchakning C uchidagi
tashqi burchagidir. Teorema isbotlandi.

X ulos.a. Uchburchakning tashgi burchagi o ziga qo Shni
boimagan istalgan ichki burchagidan katta.



C A C
45- rasm. 46- rasm.
C C
/) B A B D A
b)
47- rasm.

Masalalar ko‘rib chigamiz.

I inasala. Teng tomonli uchburchakning burchaklari
litnaga teng?

Yechilishi. Teng tomonli uchburchakning burchaklari
n/.no teng bo‘lishini bilamiz. Shu burchaklarning yig‘indisi
|[KO ka teng, shuning uchun ularning har biri 60° ga teng.

1 masala. ABC uchburchakning CD balandligi o ‘tka-
fllili Agar uchburchakning A va B burchaklari o‘tkir bo‘lsa,
wuLi A, Bva D nugtalardan qaysi biri golgan ikkitasining
llia .ula yotadi?

Yechilishi. B nugta A va D nuqtalar orasida yota
Blltiiiydi, chunki bu holda B burchak o‘tkir burchak bo‘la
lilmaydi (47-a rasm). Xuddi shunday, A nugta ham A va D

ar orasida yota olmaydi, sababi ABC uchburchakda
f>Imiichak to‘g‘ri burchak va A burchak o‘tkir burchakdir.
1l)emak, D nuqgta A va B nuqtalar orasida yotadi (47-b rasm).

Mashqlar

|, Afar biror to‘g‘ri chizig ikkita parallel to‘g‘ri chizigdan
bnini kesib o‘tsa, u ikkinchisini ham kesib o‘tishini
Ishotlang.
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2. Agar uchburchakning ikkita burchagi ma’lum bo‘lsa, uning
noma’lum burchagini toping:
1) 50° va 30°; 2) 40° va 75°;
3) 65° va 80°; 4) 25° va 120°.
3. Teng yonli uchburchakning tashgi burchaklaridan biri 70°
ga teng. Uchburchakning burchaklarini toping.
{Javob: 110°, 35°, 35°).
4. Uchburchakning ikkita tashqi burchagi 100° va 150° ga
teng. Uning uchinchi tashqgi burchagini toping.
{Javob: 110°).
5. Uchburchakning ichki burchaklaridan biri 30° ga, tashqi
burchaklaridan biri 40° ga teng. Uchburchakning qolgan
ichki burchaklarini toping.
{Javob: 140°, 10°)

20- §. Fales teoremasi

Tomonlari a va b nurlardan iborat burchakni o'zaro
parallel /,, /2 /3to'g'ri chiziglar kesib o‘tgan (48- rasm). |j

Burchak tomonlarida ularni parallel to‘g‘ri chiziglar
kesishidan hosil bo'lgan nuqtalarni Ar Av A3va Bv Bv By
bilan belgilaylik. Bunda burchak tomonlarida AtA2 /T, va
BIB2 B2B3kesmalar hosil bo‘ladi.

Teorema (Fales teoremasi). Agar parallel to § ¥i chizig*
laming burchakning bir tomonidan ajratgan kesmalari teng bo 1so,
ikkinchi tomonda ajratilgan kesmalar ham o'zaro teng bofadi.\

Isboti. TeoremanNo
isbotlash uchun AtA2 =AAi
ekanidan foydalanib,
BXB2 = B2B3 ekanini ko‘rd
satish kerak. B2 nuqta or-
gali a tomonga parallel qi-
lib c to‘g‘ri chizigni o'tka-
zamiz. To'g'ri chizigning]

| = ‘3 /, va 12to'g'ri chiziglar bi-
48- rasm. lan kesishishidan hosil
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I lilan nugtalarni E va
t haillari bilan belgilay-
L/ Hosil bo‘lgan
I ILE\ AA3FB2 to'rt-
mlirchaklar parallelo-
|i iinmdir. Shuning uchun
4, 1 EB2A AA3= BXF
|4H iasm). Rasmda hosil
(Nt'lnan BIBIE va B2B3F
ih hiMirchaklar teng (uchburchaklar tengligini ikkinchi alo-

It uchdagi burchaklar vertikal burchaklar, E va F bur-
llliklar esa /, va /3to'g'ri chiziglarni cto'g'ri chizig kesganda
bo'lgan ichki almashinuvchi burchaklar bo'lgani uchun
Mt 1lchburchaklarning tengligidan ularning mos tomonlari
imlean BtB2va B2B3kesmalarning tengligi kelib chigadi.
| ales teoremasi fagat burchak uchun emas, balki ixtiyoriy
Biki IiNishuvchi to'g'ri chizig uchun ham o'rinlidir. Bundan
Hvolu|.mi, to'g'ri chiziglar soni ham istalgancha bo'lishi
mMiinikin (49- rasm).
llu holda AjA2, AA3 AR4, A _tA kesmalarning teng-
lonian ularga mos BtB2 B2B,, B3B4r ...' Bn{Bnkesmalarning
miiii'lirj kelib chigadi.

Mashqlar

Mnilgan kesmani: 1) 4 ta teng kesmaga; 2) 6 ta teng
kcsmaga bo'ling.

I lo‘g'ri to'rtburchak tomonlarining o'rtalari parallelo-
yrnmmning uchlari ekanini isbotlang.

lliror PQRC to'rtburchak yasang. Uning garama-garshi
lomonlarini va burchaklarini ko'rsating.
I'aiallelogrammning diagonali uning ikki tomoni bilan
li va 35° li burchaklar hosil giladi. Parallelogramm-
iilug burchaklarini toping.
(Javob: 60°, 60°, 120°).
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5. Parallelogrammning burchaklaridan ikkitasining yig'indisi:
1) 80° ga; 2) 100° ga; 3) 160° ga teng bo'lsa, paralle-
logrammning hamma burchaklarini toping.

(Javob: 1) 40°, 40°, 140°, 140°
2) 50°, 50°, 130°, 130°%!
3) 80°, 80°, 100°, 100°),

6. Parallelogramm burchaklaridan ikkitasining ayirmasi]
1) 70° ga; 2) 110° ga; 3) 140° ga teng bo'lsa, parallel
logrammning hamma burchaklarini toping.

(Javob: 1) 55°, 55°, 125° 125°%
2) 35°, 35°, 145° 145°%;
3) 20°, 20°, 160°, 160°),

21- 8. To‘rtburchak yuzini hisoblash

Tomonlari awab ga teng bo'lgan to'g'ri to'rtburchakning
yuzini topamiz. Buning uchun oldin asoslari teng bo'lgan
ikkita to'g'ri to'rtburchak yuzlarining nisbati ular balandlik-f
larining nisbati kabi bo'lishini isbotlaymiz.

ABCD vaAB}C Dto'g'ri to'rtburchaklar umumiy asoslari
AD bo'lgan to'rtburchaklar bo'lsin (50- rasm).

S va 5, —ularning yuzlari. ekanini isbotlayi
miz.

To'g'ri to'rtburchakning AB tomonini n ta teng gismge
bo'lamiz, bu gismlarning har birining balandligi ~ jgJ
teng.

B m —AB{tomonda yotgan bo‘B
linish nugtalari soni bo'lsin. Shuning
uchun:

j AKm<ng <AL +j) |
B I n a <AL+

Bunda, AB ga bo'lib, topamial

- - *)1
nH AB<n+n. )t

Bo'linish nuqtalaridan AD asoA

50- rasm. ga parallel to'g'ri chiziglar o‘tk «



Ilimi/. Bu to‘g‘ri chiziglar ABCD to‘g‘ri to‘rtburchakni n ta
Ifni' lo'g'ri to‘rtburchakka bo'ladi. Bu to‘rtburchaklardan
lini hilining yuzi C—ga teng.

L, C,/) to‘g‘ri to'rtburchak dastlabki m ta to'g'ri to'rtbur-
tli.ikni, pastdan hisoblaganda, o‘z ichiga oladi va 0‘zi m+ 1ta
inr n to'rtburchak uchida yotadi. Shu sababli

(Dw<S, <(N(m +1),
buudan

m<AMN_<m+ L (**).
n~ S ~n n

(*) va (**) tengliklardan L}A'I;r va ‘F sonlarning ikkalasi

Huww mva —+ - sonlar orasida yotishini ko'ramiz. Bu son-

it sluining uchun bir-biridan ~ dan katta bo'Imagan son
slular farq giladi, n ni istagancha katta gilib olish mumkin-

liii lufayli bu fagat § = "° bo'lgandagina bo'lishi mumkin.
Mimi isbotlash talab gilingan edi.
lo'g'ri to'rtburchakning yuzi

S - am
iimula bilan ifodalanadi.

Mashqlar

11 Ai’ar teng yonli uchburchakning asosi 120 sm ga, yon
tomoni 100 sm ga teng bo'lsa, uning yuzini toping.
(Javob'. 4800 sm2.
I. lo'g'ri to'rtburchakning tomonlari nisbati 4:9 ga teng
bo'lib, uning yuzi 144 m2bo'lsa, uning tomonlari nimaga
teng?
(Javob: 8 m, 18 m).
\ kvadrat va rombning perimetri bir xil. Bu shakllardan
ilaysi birining yuzi katta?
(Javob: kvadrat. Javobingizni tushuntiring.).
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22- 8. Uchburchakning yuzi

ABC —berilgan uchburchak bo‘lsin (51- rasm).

Bu uchburchakni rasmda ko‘rsatilganidek, ABCD paralle-
logrammgacha to' Idiramiz. Parallelogrammning yuz\ ABC va CDA
uchburchaklar yUzlarining yig‘indisiga teng. Bu uchburchaklar
teng bo'lgani uchun parallelogrammning yuzi ABC uchburchak
yuzining ikkilanganiga teng. Parallelogrammning AB tomonga

mos balandligi ABC uchburchak-

ning AB tomoniga o'tkazilgan ba-

landligiga teng. Bundan, uchbur-

chakning yuzi uning tomoni bilan

shu tomonga tushirilgan balandlift

ko'paytmasining yarmiga teng,
51- rasm. degan xulosa chigadi:

S =\ch.

Endi uchburchakning yuzi uning istalgan ikkita tomoni
Ko paytmasini shu tomonlar orasidagi burchak sinusiga ko pay*
tirilganining yarmiga teng ekanini isbotlaymiz.

ABC —berilgan uchburchak bo'lsin (52- rasm).

S =| AB "AC mina

ekanini isbotlaymiz.

ABC uchburchakning BD balandligini o'tkazamiz.

Ushbu S - "AC mBD tenglikka ega bo'lamiz.

ABD to'g'ri burchakli uchburchakdan: agar Z a o'tkir burchak
bo'lsa, BD =AB sina (52-a rasm), agar Z a o'tmas burchak bo'lsa(
£7>=y477sin(180°-cx) (52-b rasm), so'ngra sin(180°-a) =sina. 1

B B

52- rasm.
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Shu sababli har ganday holda ham BD = AB sina,
iiinday qilib, uchburchakning yuzi
S ="AB WAC <sina.
Shuni isbotlash talab gilingan edi.

Mashqlar

I Uch tomoniga ko‘ra uchburchakning yuzini toping:
) 13; 14; 15; 2) 6; 8; 10;

[ 78, 8 14 4H f ;, f ;6
Ko 'rsatma:
(ieron formulasidan foydalaning:

S=Jp(p-a)(p-b)p-c), bunda p=2%|£E.

(Javob: 1) 84; 4) 10).
I; Uchburchakning a tomoni va unga yopishgan a va P
Inirchaklariga ko‘ra uchburchakning yuzini toping.
|, lomonlari:
1) 13, 14; 15 2) 5; 5; 6; 3) 17, 65; 80
I un(eng uchburchakning eng kichik balandligini toping.
(Javob-. 2) 4; 3) 7,2).

I lomonlari: 1) 6; 2) 13; 371|; 47" ga
Icng uchburchakning eng katta balandligini toping.

(Javob: 1) 4,6; 2) ~ ).

23- §. Uchlarining koordinatalari bilan berilgan
uchburchakning yuzini topish

I'ckislikda uchta nugta A (x,; >); B (x2 y2; C (x3 y3
mHinlinatalari bilan berilgan bo‘lib, ABC uchburchakni
niiiviniz (53- rasm).

» Masala berilgan nugtalarning koordinatalariga ko‘ra shu
uchburchakning yuzini topishdan iborat.
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A, B va C nuqtalardan Ox
B - . -
o‘giga perpendikularlar tushi-
rib, ularning asoslarini mos ra-
vishda Av 5,, C, bilan belgi-
A .
laymiz. Bunda
0/1, =jc,, 05, =x2 OCt=x}
AAt=yt, BB]=y2 CCt=y}
or A x  bo‘lib,
/4,5, = OBx- 0/4, = x2-x,,
5,C,=0C, - 05, =n3- x2
>3- rasm. /4,C, = OC, - 0/4, =x3- x,
bo'ladi.
Maktab geometriya kursidan ma’lumki, trapetsiyanin
yuzi ikkala asosi yig‘indisining yarmi bilan balandliginin
ko'paytmasiga teng:

*

S=e”-h,
bunda: a, b —trapetsiyaning asoslari, h — uning balandlig
/1/1,5,5; BBXCXC va /4/4,C,C trapetsiyalarning yuzlaf
Saamb » "BB\C\C. ”,c,c uchun ushbu tengliklarga eg
bo‘lamiz:

Ravshanki, berilgan uchburchakning yuzi

Sm BC ~ $AA\B + $BB\CL - $AA\CL =
Yuqoridagi tengliklardan foydalanib,

S&ABC =\ ((M + Y2)(*2 - *1)+ (Y3 + Y2)(X3- X 2)~

(Y 3+YIXX3~*1))
bo‘lishini topamiz.
Bu berilgan uchburchakning yuzini uchlarining koordinil
talariga ko fa topish formulasi deyiladi.
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24- §. Pifagor teoremasi

Yunon olimi Pifagor to‘g‘ri burchakli uchburchak
lomonlari orasidagi mavjud bo'lgan munosabatlarni aniglab,
WIn quyidagicha isbotlaydi.

I corema (Pifagor teoremasi). To'g'ri burchakli
H(hburchak gipotenuzasining kvadrati katetlari kvadratlari-
Oln; yig'indisiga teng.

| sboti. ABC berilgan to'g'ri bur-
ih.ikli uchburchak bo‘lib, unda bur-

[let 1 ¢ =90° —to‘g‘ri burchak bo‘lsin.
ili'l" i burchakning C uchidan CD
lulmullikni o ‘tkazamiz (54- rasm).

lhirchakkosinusiningta’rifiga ko'ra A D B
BVri burchakli uchburchaklar ABC
N I( D ning o‘tkir burchagi A uchun: " rasm*

cos/.A = AC :ﬁlg bundan AB AD - AC2,
Ptliliiga o'xshash

cosZB = BC AB bundan AB BD = BC2.

llosii bo‘igar. tengliklami hadma-had qo'shib va AD +
ill  AB ekanini hisobga olib, AC 2+ BC 2=AB(AD+ DB) =

ill "icnglikni hosil gilamiz. Teorema isbotlandi.

Tiibgor teoremasidan ushbu natija kelib chigadi:

lo'g'ri burchakli uchburchakning istalgan katetigipotenu-
lilur Kkichik.

lltindan o0‘z navbatida quyidagi natija kelib chigadi:

har ganday o 'tkir burchak uchun cosa < 1

Mashglar

I *Jm‘ri burchakli uchburchakning a va b katetlari berilgan.
I npotenuzani toping:
I>« =3; 6=4; 2)a=1; b=1, 3)a=5;b =6.

(avob: 1)5; 2) J1 «14: 3) Y5T*7,8).
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2. To‘g‘ri burchakli uchburchakning c gipotenuzasi va |
kateti berilgan. Ikkinchi katetni toping:

1)c=5; a- 3 2) c=13; a=25; 3)c=6; =i

(Javob: 1) 4; 2) 12; 3) MT=3,3*

3. To'g'ri burchakli uchburchakning ikki tomoni 3 m va 4 if

ga teng. Uchinchi tomonni toping (ikkita holni ko'ring)!

(Javob: 5 m yoki -JI ~26 ml

25- 8. Perpendikular va og‘ma

BA kesma a to'g'ri chizigqa B nuqtadan tushirilgal
perpendikular va C nuqta a to'g'ri chizigning A dan boshJ
ixtiyoriy nuqtasi bo'lsin. BC kesma |
nuqtadan ato'g'ri chizigqa o'tkazilgtj
og'ma deyiladi (55- rasm).
C nugta og'maning asosi deyiladi
AC kesma og'maning a to'g'ri chizi®
dagi proyeksiyasi (soyasi) deyiladi. \
Pifagor teoremasidan quyidagi xm
losalar kelib chigadi.

Agar bir nuqtadan toqg ri chizigga perpendikular =
og'malar o'tkazilsa, istalgan og'ma perpendikulardan katlm
teng og'malar tengproyeksiyalarga ega, ikkita ogmadan gqam
birining proyeksiyasi katta bo‘sa, o Ssha og'ma katta bo'him

Pifagor teoremasiga ko'ra: AB 2+ AC 2- BC 2

Bundan BC>AB ekani ko'rinib turibdi. AB berilgan J1
dan gancha katta bo'lsa, BC shuncha katta bo'ladi.

Mashqglar

1. Uchburchakning tomonlarida olingan ixtiyoriy ikki nugl)
orasidagi masofa uning eng katta tomonidan kafl
emasligini isbotlang.

2. To'rtburchak diagonallarining kesishishi ma’lum. I'Ifl
uzunliklarining yig'indisi to'rtburchakning perimetriilj|
kichik, ammo yarim perimetridan katta. Shuni isbotl;iiif]|
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Ib- §. Uchburchaklardagi metrik munosabatlar

(ieometrik shakllar ichida eng ko‘p uchraydigan va geo-
H»r'>Il masalalar yechishda ko‘p go‘llaniladigan shakl bu
Muirchakdir. Shuning uchun uchburchakka doir yoki
llIniivhak elementlarining kombinatsiyasi bilan yechiladigan
ikiilnlar ko‘p uchraydi.
I diburchak elementlarining kombinatsiyasi orqali beri-
i in masalalar asosan quyidagi ko'rinishda bo'ladi:
/, Uchburchakning uchta tomoniga ko fra beriladigan masa-
\
i Uchburchakning ikki tomoni va ular orasidagi
At hiiyjga ko ra beriladigan masalalar.
[ I Uchburchakning bir tomoni va unga yopishgan ikki
[hhiiKiga ko ra beriladigan masalalar.
V Uchburchakning ikki tomoni va bu tomonlardan biri
ilii\iilagi burchakka ko'ra beriladigan masalalar.
Uchburchakning bir tomoni hamda unga garshi yotgan
\<flishgan burchagiga ko ra beriladigan masalalar.
Yniloridagilarga qo'shimcha yana quyidagilarni yozish
Lk

I Ikhburchakka tashqi chizilgan aylananing radiusi:

R = abc
45

A, Ilchburchakka ichki chizilgan aylananing radiusi:
r_25

uftixlu: p = athtc

(1 Jchburchakning balandliklari mos ravishda ha, hb, hc
It liki chizilgan aylananing radiusi r bo'lsa,

Il =J-+ L+ L
r ha hb Tc

itin .ibat o'rinli bo'ladi.
W lo'g'ri burchakli uchburchakning to'g'ri burchagi

Mil.hi uning gipotenuzasiga tushirilgan perpendikular gi-
lini/a bo'laklari orasida o'rta proporsional migdordir. Har

47



C bir katet butun gipotenuza bilan uning!
gipotenuzadagi proyeksiyasi orasida
o‘rta proporsional miqdordir, ya’m

(56- rasm):
A D B AC2=AB AD ,
CD2 =AD-BD,
°6- rasm. . BC2- AB BD.
5. Bu yuqoridagi munosabatlardan bevosita to‘g

burchakli uchburchakning tomonlari bir xil o'lchovli boMgandl
katetlar kvadratlarining yig‘indisi gipotenuzasining kvadratigl
teng degan mulohazani isbotlash osondir, ya’ni (56- rasm)»

AC2+BC2-AB AD+AB *BD =AB(AD +BD) =AB-AB"A B/
"AC2+BC2-AB 2

6. Uchburchak burchagining bissektrisasi uning shu burch
garshisida yotgan tomonini qolgan tomonlariga proporsioni
burchaklarga bo'ladi (57- rasm), ya’ni

BD : DC=AB:AC,

bunda AD-1, —bissektrisa.

1. Uchburchak medianasi o'zi chiggan burchak garshis
yotgan tomonni teng ikkiga bo‘ladi. Medianalarning uztii|p
liklari ushbu formulalar bilan topiladi (57- rasm):

57- rasm. 58- rasm.
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S. Agar berilgan ixtiyoriy uchburchakning tomonlari mos
b\ ishda a, b, cbo'lsa, ctomonning b tomondagi proyeksiya-
Illiing uzunligi (58- rasm)
an = c2+b2-a2
2b
I (iirmula bilan topiladi.
Masalalar ko‘rib chigamiz.
I-masala. ABC uchburchakning tomonlari a, b, c ga
m Iriii' Shu uchburchakning a tomoniga o‘tkazilgan /obissek-
mithining uzunligini hisoblang.
lierilgan: [ ABC; AB =g
m)XX by BC =a (59- rasm).
Topish kerak: AE= la="7?
Yechilishi. Uchburchak bis-
B»«Kklrisasining xossasiga asosan
{li AC - BE : EC ni yoza olamiz.

I Ai2ir uchburchak tomonlarini vek-
m loil.n orqali ifodalasak, u holda AE 59- rasm.

I hisscktrisaning

jp _ ceab™JEIl ¢
CE+BE
Ivcktorli ifodasini yozish mumkin. Bu ifodaning ikkala
jlomonini kvadratga oshirsak,

AEi = cE2ab2+Je2ac2+2ceableac
Ce 2+BE2+2CE1E

Ivektorli ifodani hosil gilamiz. 59- rasmda BC =AC - AB
i kanini hisobga olib, bu tenglikning ikkala tomonini kvadratga
, oshirsak, -
BC2=AC2+AB2- 2AC AB

Ivcktorli tenglikka ega bo‘lamiz, bundan
2AC AB =AC2+AB2-BC2
1 ,mini hisobga olsak, u holda
=2 _ cE2.AB2+BE2AC2+CE LU (AC2+AB2-~BC2)
CE2+BE2+2CE1E
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tenglikni hosil gilamiz. 0 ‘ng tomondagi kasrning surat va
maxrajini BE' CE ga boisak,

A A131+E_||E AC2+AC2+AB2- BC

AE=M
CE+BE+i
BE CE
b-c2+,ib 2+b2+c2-a2
C b be .
—_— -4 -a
Ciiea (b+C)J p(p-a)

hosil bo'ladi, bu yerda p =a~"'c.
Demak,

la=-<£rcJbcp(p-a) ,

shunga o'xshash uchburchakning b va c tomonlariga o ‘tkazil-
gan bissektrisalar uzunligi uchun

L = Jacp(p-b) va | ¢ = "rbJabp(p - ¢)
formulalarni hosil gilish mumkin.

2 -masala. Agar teng yonli uchburchakning asosidagi
burchakning biridan chiggan to‘g‘ri chiziq uni ikkita teng
yonli uchburchakka ajratsa, berilgan teng yonli uchbur-
chakning burchaklarini toping (60- rasm).

Yechilishi. ABC uchburchakda
AB =AC va D nuqta AC tomonda yotib.
ABC uchburchakni 4 ADB va [ DBC
larga ajratadi, bunda AD =BD =BC.

Agar Z ABD =x deb olsak, Z BCD *
-Z BDC = 2x boiadi. AB =AC bo'lganli-
gidan Z CBD=x bo'ladi. Bundan 5jc = 1H)*
hosil bo'lib, x = 36° ekani kelib chigadi.

27- 8. Kosinuslar teoremasi
To'g'ri burchakli uchburchak o'tkirburchagining kosiiunl
deb shu burchakka yopishgan katetning gipotenuzasii*#
nisbatiga aytiladi.
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Icorema (kosinuslar teoremasi). Uchburchak istalgan
IUHtonining kvadrati qolgan ikki tomon kvadratlari yig'indi-
ihliin shu ikki tomon bilan ular orasidagi burchak kosinusi-
Hry. ikkilangan ko'paytmasini ayirish natijasiga teng.

Isboti. ABC —berilgan uchburchak bo‘lsin.

BC2=AB2+AC2- 2AB mAC <cos ZA
fbnini isbotlaymiz.
HC =AC - AB vektor tenglikka ega bo‘lamiz. Bu teng-
||k 1 skalar kvadratga ko ‘tarib topamiz:

BC2=AB2+AC2-2AB AC
tukl

BC2=AB2+AC2- 2AB mAC cosZA.
I'corema isbotlandi.

Sluini eslatib o‘tamizki, AC-cosZA ning absolut qiy-
Hiiii AC tomonning BA tomonga tushirilgan proyeksiyasi
» Ki (61- rasm) yoki AB tomonning davomiga tushirilgan
> proyeksiyasiga (62- rasm) teng.
AC- cosZA ning ishorasi A burchakka bog‘lig: A burchak
'Ikn bo'lsa «+», A burchak o'tmas bo'lsa «-» ishora olinadi.
inlan ushbu natija kelib chigadi: uchburchak tomonining
nlrati golgan ikkita tomon kvadratlari yig indisi «+», «-»
iii'lnn birining ikkinchisiga proyeksiyasining ikkilangan
'luiytmasiga teng.
=ik ishorani garshisidagi burchak o tmas bo 1ganda, «-»
printi esa garshisidagi burchak o'tkir bo 1ganda olish kerak.

C C

61- rasm. 62- rasm.
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Mashqlar

1. Uchburchakning ikki tomoni va ular orasidagi burchag
berilgan:
1) a=12, b=8, y=60° 2) a=7,b=23 y= 130"
3) b=9, ¢ =17, a =95°% 4)b =14,c =10, a = 145"
5 a=32, ¢=23 p=152° 6)a=24,c=18 (3= 15
Uning golgan burchaklarini va uchinchi tomonini toping

Javob:

a =79, @»41°, ¢c=10,6; 2)a =11° p=39° c=28;1

3) p*22° y=58° a=199; 4) p*21° y» 15° a « 22,9;

5)a =16° y=17°, b~534; 6)a =130° y* 17°, 2=8/()9,
2. Uchburchakning ikki tomoni va tomonlardan birinin

garshisidagi burchak berilgan:

)a=12, b=5 y=120° 2)a=27,b=9, a =138

3) a=34, b=12, a =164° 4) a- 2, b=4, a =60°J

5) a=6, b=8, a=30°

Uning qolgan tomoni va burchaklarini toping.

Javob:

1) ¢ =869, p=21° y- 30% 2)c- 196, p=13° y=29*

3) ¢ =233, p=6°y~ 10% 4) yechimlari mavjud emul

5) ¢ ~ 11,4, a =42°, y = 108° yoki

c=2,49, p =138°, y = 12°.

28- §. Sinuslar teoremasi

Teorema. Uchburchak tomonlari o zlarining garshisidnnl
burchaklarning sinuslariga proporsional.

Isboti. a, b, c—tomonlari va shu tomonlar garshisidiigj
burchaklar a, P, y bo‘lgan uchburchak berilgan (63- rasm). ]
= jife =/ ekanini isbotlaymiz.

C uchidan CD balandlikni tushiramiz. ACD to‘g‘ri burJ
chakli uchburchakdan a burchak o‘tkir bo'lgan holda topamd
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a) b)
63- rasm.

CD =bsina (63-a rasm).

Agar a o'tmas burchak bo‘lsa, u holda
CD - bsin(180° - a) = bsina  (63-b rasm).
Sliunga o‘xshash, BCD burchakdan CD”osinp ni

Mini/.. Shunday qilib, asin 3= bsina , bundan,

1sI’8U sinp = siny tenglik ham shunga o°‘xshash isbot-
i.uli. Isbotlash o'quvchiga havola etiladi.

I slatma. Isbotlash uchun uchburchakning A uchidan
Inc balandligini o ‘tkazish kerak. Teorema isbotlandi.
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Il bob
STEREOMETRIYA ASOSLAR

Stereometriya geometriyaning bir bo‘limi bo'lib, hamra
nuqtalari bir tekislikda yotmagan geometrik jism (shakl)lara
o'rganadi.

Geometriyaning stereometriya gismini o ‘rganishda yetal
sondagi bir-biriga ziddiyatli bo‘Imagan va biri ikkinchisiniii|
natijasi hisoblanmagan aksiomalar bo'lishi shart.

Aksiomalar:

1. Tekislik ganday bo‘lmasin, shu tekislikka tegishi
nuqgtalar va unga tegishli bo'Imagan nuqtalar mavjud.

2. Agar ikkita turli tekislik umumiy nugtaga ega bo hi
ular shu nugtadan o'tuvchi to'g'ri chizig bo'yicha kesisha<lIl\

3. Agar ikkita turli to'g'ri chizig umumiy nugtaga a
bo 'Isa, ular orgali bitta vafagat bitta tekislik o ‘tkazish TuTLL

Bu bobda stereometriyaga taallugli bo'lgan masalalali
garab chigamiz. Planimetriya kursida ko'rib o'tilgan asol
aksiomalar sistemasi hamda stereometriyaning aksiomali
birgalikda garaladi.

Fazodagi to'g'ri chiziq va tekislikka oid masalalarni ko'dl
chigamiz.

1- §. Nugtadan tekislikkacha bo‘lgan
masofani topish

Fazoda Ax +By +Cz+ D =0 uch noma’lumli dieG
tenglama bilan berilgan T tekislik va bu tekislikda yotmul|
P(x0; y0; z0) nuqtani qaraylik. P nuqtadan T tekislikka tun
rilgan perpendikularning uzunligi bu nugtadan |
tekislikkacha bo'lgan masofani bildiradi. Bu masofa quyid
formula bilan topiladi:

\Ax0+By0+Czp+D\

Da2+b2+c?2

Miso 1l P (0; 0; 0) nugtadan | +j + 1 =1 tekislikk
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p'lp.an masofani hisoblang.

Vcchilishi. Berilgan tekislik tenglamasini 6x +
|[4r+ 3r - 12 =0 ko'rinishda yozib, formula yordamida
hlwihlaymiz:

B0+40+30121 19
P= >[36+16+9 = jgr-
I)cmak, berilgan nuqtadan tekislikkacha bo‘lgan masofa

ga teng.

2 8. Uch nugtadan o ‘tuvchi tekislik tenglamasi

| a/.oda bir to‘g‘ri chiziqga tegishli bo‘lmagan Pt (x,; yv r,),
] yv Z-), P} (x3 y3 z3 nuqtalardan o‘tuvchi tekislik
nyl.imasini determinant ko‘rinishida yozamiz.
X-Xi y-yx Z-Z\
X2- X, y2-yl Z22-z
*3-* y3-MN r3- 242
Ilu ko‘rinishdan umumiy Ax +By +Cz + D =0 ko'rinish-
M liiish uchun determinantni ochishga to‘g‘ri keladi.
Miso 1l P{(0; 0; 1); P2(0; 2; 0); P3(3; 0; 0) nuqtalardan
pivrlii tekislik tenglamasini tuzing.
Vcchilishi. Formulaga ko‘ra izlanayotgan tekislik

x -0 -0 r-1
0-0 2-0 0-1 =0
3-0 0-0 o0-1

fimiia bilan ifodalanadi. Bu determinantni hisoblab,
3» i 62=0 ni topamiz.

t/oila ikki nugtadan o ‘tuvchi to‘g‘ri chizig tenglamasi

Infi)da N,(x,; yt; r,) va AZAx2;, y2; z2 nuqtalardan

W In biror to‘g‘ri chizig berilgan bo‘lsin. Bu to'g‘ri

Jigdii ixtiyoriy C (x; y; z) nuqta olamiz (64- rasm).

A Il. C nuqtalar bir to‘g‘ri chizigda yotganligi sababli

MIn® Oxy tekislikdagi proyeksiyalari bo'lgan A', B', C
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nuqtalar ham to'g'ri chizigda yotadi. Bundan esa

X -x{ -V X _ Co
- =0 yoki iE=*L=1z1I
X2 ~Xi }’;2 ~X)/’\ Y X2-3C|  ¥Y2-Y\

tenglamalarga ega boiamiz.
A, B, C nuqtalarning Oyz, Oxz koordinata tekisliklari-
dagi proyeksiyalari uchun ham mos ravishda
y-y\ _ z-z1 x-x{ _ y-y!
y2-y1 zi-zi - X2-Xi y2-y1
tengliklar o‘rinlidir. Hosil boigan tengliklarning bir vagtda
bajarilishini e’tiborga olib, topamiz:
*.*x1 _y-yl _ oz-z1
X2-X, Y2 22-7\

Bu ifoda fazoda berilgan ikki nugtadan o'tuvchi togi
chizig tenglamasidir.

1 -masala. Berilgan Ta tekislikni kesib o‘tmaydiga
AB kesmaning oxirlaridan shu tekislikkacha bo‘lgan masofa
lar a va b bo'lsa, u holda bu kesmani m : n nisbatda bo'luvch
N nuqtadan I tekislikkacha bo'lgan masofa topilsin (65-rasmj

Berilgan:

AAX=a; BBX=b;
AN:BN=m :n.

Top Ish kerak: AW, —?

Yechilishi. Masalani yechish uchun vektor tushun

64- rasm. 65- rasm.
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I hasidan foydalanamiz. Shartga asosan NA = -&m NB . Vektor-

liuni go'shish qoidasiga asosan bir tomondan, NNX= NA +

i AAX+ AXN Xva ikkinchi tomondan, NNX= NB + BBX+ BN X
ho'ladi. Bu ikkala tenglikni hadlab qo ‘shsak,

2NN X= NA + AAX+ AXN X+ NB + BBX+ BXN X ni hosil
ijjlumiz.

NA =-™NB va AN X= N X8 X ekanligini hisobga olib,

2, =-AM +m 1-"1Ax+W +uw + 11U =
- = A
=KW + N B OK +HAAXE K

hi hosil gilamiz.
Nihoyat, NN X=NB + BBX+ BX\ X tenglikdan foydala-
lilh, tenglikning o‘ng tomonidagi qo'shiluvchilarni NN,

Oigali ifodalasa2
NX= (- ")NNX+ "W X+AAX

ki
£E"NN£=AA{+’F}JB¥.

Bu tenglikdan NNX=+ ni hosil gilamiz. Bu

yrula AAX=a, BBx=b va AW, vektorlar kollinear bo°‘l-
giuti uchun
NN = natmb
1  mn
bo'ladi.
| losil bo'lgan natija va masalaga nisbatan quyidagi hollar
ko'lishi mumkin:
LadO bo0 bo‘lganda NNX=r@d™nb bo'ladi;
2. n:m=1bo'lganda NN X= bo'lib, trapetsiyaning

ila chizig'i hagidagi masala hosil bo'ladi;
3. a=0, b »0 yoki a »0, b =0 bo'lganda NNX=



m+n

4, a=0, 6 =0 bo'lganda /15 kesma I ga tegishli, ya'fj
NN. =0 bo'ladi.

2 -masala. To‘g‘ri burchakli teng yonli ABC uchb
chakning AB gipotenuzasi orgali uchburchak tekisligi bilal
a burchak tashkil giluvchi Tp tekislik o'tkazilgan. Berilgal
uchburchakning Tp tekislikdagi proyeksiyasi hosil gilga|
shaklning perimetri va yuzini hisoblang (66- rasm).

Berilgan:

N ABC, bunda Z C=90°

AC= CB\ AB=c, ((ABC),nTp) =ex

ABe Tp.

Topish kerak: PADB=? SAB=?

Yechilishi. Tekislikka o'tkazilgan og‘malar sifatids
shartga ko'ra AC = CB bo'lgani uchun AD = DB bo‘lafl
Bundan AE =~AB va DBIAB bo‘lib, Z CED = a ikfl
yoqli burchakning chizigli burchagini tashkil giladi.

ABC uchburchakda Z C=90° va AC=CB bo'lgani uchH
CE=AE =jAB ="c. CED uchburchakda £/) =”"cco/l
bo'ladi. AED uchburchakda

Xoki AW1: bo‘ladi;

BD =AD =JAE2+ED2 = +”7-cos2a = |V I +cos2«1

ekanini hisobga olinsa, u holda
Padb ~ mv4Z) m

=c¢(l +J1+cos2a),

b o ‘ladi.
Javob.

66- rasm.
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I Ikki aygash to‘g‘ri chiziq berilgan. Bu to‘g‘ri chiziglardan
o'tuvchi va o‘zaro parallel bo‘lgan fagat bir juft tekislik
mavjud ekanligini isbotlang.

i Hir tekislikda yotmagan AB va CD kesmalar berilgan. M
va N mos ravishda bu kesmalarning o‘rtalari bo‘Isin.

\(AC +BD) >MN ekanini isbotlang (masalaning isboti-
ni o‘quvchining o°‘zi mustaqil bajaradi).

3- §. Uch perpendikular haqgidagi teorema

Icorema. Tekislikda ogmaningasosidan uningproyek-
myasiga perpendikular qilib o tkazilgan tog ¥i chiziq ogma-
Hnt; o Ziga ham perpendikular bo'ladi.

Isbot.AB kesma a tekislikka tushirilgan perpendikular,
mjC og'ma va c esa og‘maning C asosidan tekislikda o'tka-
mHknn to‘g‘ri chizig bo‘lsin (67- rasm).

AB to‘g‘ri chizigga parallel CA' to‘g‘ri chizigni o‘tkaza-
n 1/ U a tekislikka pedpendikular. AB va A'C to‘g‘ri chiziglar
[iijali Btekislikni o ‘tkazamiz. cto‘g‘ri chizig CAto‘g‘ri chi-

pedendikular.

"gar n CB to‘g‘ri chiziqgga peendikular bo'lsa, n holda
| tekislikka pegendikular bo‘ladi, demak, AC to'g'ri chi-
m<!<m iam pedendikulardir.

Ir X. ddi shunga o'xshash, agar c to'g’ri chizig CA og'maga
Hi'cndikular bo'lsa, n CA' to‘g‘ri chizigqa ham pegewl-
B j.r ckanligidan @tekislikka peteniilkmlar bo'ladi. Demak,
H 'j  maning proyeksiyasiga ham

mijnndikular bo‘ladi. Teorema
Khotlandi.

I Masala.Uchburchakka ichki
ftl/ilgan aylananing markazidan
Irlibiirchak tekisligiga pecgendikular
fey'i chiziq o‘tkazilgan. Bu to‘g‘ri
Mu/filing har bir nugtasi uchbur-
ili.ik lomonlaridan teng uzoglikda

Hlisliini isbotlang. 67- rasm



68- rasm. 69- rasm.

Yechilishi. A, B, Cuchburchak tomonlarining aylal
naga urinish nugtalari, O aylananing markazi, S perpendi«i
kulardagi ixtiyoriy nuqta bo'lsin (68- rasm).

OA radius uchburchakning tomoniga perpendikular bo'lJ
gani uchun uch perpendikular haqidagi teoremaga asosan
SA kesma shu tomonga tushirilgan perpendikulardir, uning
uzunligi esa S nuqtadan uchburchakning tomonigache
bo'lgan masofadir.

Pifagor teoremasiga ko‘ra,

SA =yIAO2 +0S2 =y/r2 +0S2 ,

bunda r — ichki chizilgan aylananing radiusi.
Shunga o'xshash quyidagilarni topamiz:

SB =Jr2+082; SC =y/r2+0S2,

ya’ni S nugtadan uchburchak tomonlarigacha bo'lgan barchl
masofalar teng.

Mashqglar

1. Uchburchakka tashgi chizilgan aylana markazidan uchbui
chak tekisligiga perpendikular to'g'ri chizigo'tkazilgan. Ml
to'g'ri chizigning har bir nuqtasi uchburchakning uch)a«
ridan teng uzoglikda yotishini isbotlang (69- rasm).

2. Uchburchakka radiusi 0,7 m bo'lgan ichki chizilgan aylana<
ning markazidan uchburchak tekisligiga uzunligi 2,4 m va
teng perpendikular chigarilgan. Bu perpendikularning
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uchidan uchburchakning tomonlarigacha bo‘lgan maso-
fiini toping. (Javob:2,5 m.)

J, Berilgan nuqtadan uchburchak tekisligigacha bo‘lgan
masofa 1,1 m ga teng, uchburchakning har bir tomoni-
K.acha bo'lgan masofa esa 6,1 m ga teng. Bu uchburchakka
ichki chizilgan aylananing radiusini toping. {Javob: 6 m.)

4- §. Ko‘pyogning turlari

(‘'hckli sondagi tekisliklar bilan chegaralangan jism
m'pvoq deyiladi. Ko'pyogning chegarasi uning sirti deyiladi
frasm).

Sodda ko'pyoqlarga prizma va piramida kiradi. Biz
m i/wa va piramidaning sirti hagidagi tushunchani to'ldirib,
piM.i ko‘pyoqlarga misollar keltiramiz.

( hckli sondagi ko‘pburchaklarning quyidagi shartlarni
mito.Ulantiruvchi birlashmasi sodda ko pyoqli sirt deyiladi.

I Bu ko'pburchaklarning ixtiyoriy ikkita uchi uchun ular-
dliir lomonlaridan tuzilgan siniq chizig mavjud bo'lib, olingan
m lil'ii shu siniq chizigning uchlari bo'ladi.

r ) Ko‘pburchaklar birlashmasining ixtiyoriy nuqtasi
mlllran ko‘pburchaklardan fagat birining nuqtasi bo‘ladi
W i ikkita va faqat ikldta ko‘pburchakning umumiy tomoniga
Ifi".hli bo‘ladi. Ko‘pyoqli burchakning tekis burchaklari
|*/ii r.mi o‘tovchi birgina ko‘pyoqli burchakning uchi bo'ladi.

Inlnblarni 71 va 72-rasmlarda tasvirlangan ko‘pburchaklar
Gidimasi ganoatlantiradi. Bundan keyin sodda sirtlar hagida

yinilganda «sodda» so‘zini ishlatmasdan ko‘pyoq deb
Bli.imiz

70- rasm.



Ko'pyoqli sirtni tashkil giluvchi ko‘pburchaklar uning
yoglari deyiladi, bu ko‘pburchaklaming tomonlari ko'pyoqli sirt*
ning qgirralciri, uchlari esa ko'pyoqli shaklning uchlari deyiladi.*

Agar ko'pyoqli sirtning har bir girrasi uning ikkita yog'i-
ga tegishli bo'lsa, u holda bu ko'pyoqli sirt yopiq sirt deyilal
di. Prizmaning yon sirti (71- rasm) yopiq bo'Imagan ko'p4
yoqli sirtga misoldir, piramidaning sirti (72- rasm) yopii)
ko'pyoqli sirtga misoldir.

Yopig ko'pyoqli sirt fazoning shu sirtga tegishli bo'Imaf
gan barcha nuqtalari to'plamini ikkita gism to'plamga ajral
tadi. Bu gism to'plamlardan biri uchun shu gism to'plamgl
tegishli to'g'ri chiziglar mavjud; ikkinchisi uchun esa bundajj
to'g'ri chiziglar mavjud emas. Ko'rsatilgan gism to'plamlam
dan birinchisi ko'pyoqli sirtning tashqi sohasi, ikkinchisi ichld
sohasi deyiladi.

T a’rif. Yopiq ko'pyoqli sirt bilan uning ichki sohasininf
birlashmasi ko'pyoq deyiladi.

T a’rif. Ko'pyoqli sirt va uning ichki sohasi mos ravishdj
KO pyogning sirti va ko pyogning ichki sohasi deyiladi.

Ta’rif. Ko'pyoqgli sirtning yogqlari, girralari, uchlal
mos ravishda ko'pyoqning yogqlari, girralari va uchltiri
deyiladi.

T a’rif. Ko'pyogning bir yog'iga tegishli bo'Imagan ikti
uchini birlashtiruvchi kesma ko'pyoqgning diagonali deyil;ull
(73- rasm).

73- rasmda ABCDEF oltiyoq va uning diagonali DF, //#
tasvirlangan. Ko'pyoglar ko'pburchaklar singari gavariq (7J«
rasm) va noqavariq (74- rasm) bo'lishi mumkin.
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Biz fagat qavarig ko‘pyoqlarni

a
[rganamiz. / d
Agar ko'pyogning o°‘zi uni chega-
hldVchi tekisliklarning har biridan bir
/! /

bnionda yotsa, bunday ko'pyoq gava-
m) ko'pyoq deyiladi. Qavarig ko'pyoq-

sirti bilan uni chegaralab turgan
jkislikning umumiy gismi yoq, ko'p-
jjlarning tomonlari uning qirralari, 75. rasm
Milnri esa ko'pyogning uchlari deyiladi.

Milan, kub'—qavariq ko'pyoqdir (75- rasm).

1Jning sirti 6 ta kvadratdan tashkil topgan: ABCD; BEFC;
4k{JIK CDQF; KEFQ; ABEK.

Hu kvadratlar kubning yogqlaridir. Kvadratlarning AB,
"{. HE, ... tomonlari kubning qirralari bo'ladi. Kvadrat-
fning A, B, C, D, E, F, Q, K uchlari kubning uchlari
‘Imli. Kubda 6 ta yoq, 12 ta girra va 8 ta burchak bor.

Mashqlar

YtH|larining soni eng kam bo'lgan ko'pyoq chizing. Unda
iK'dita qirra, nechta uch va nechta diagonal bo'lishini
uyling.

lo'g'ri to'rtburchak, beshburchak beshyogning yog'i
bo'lishi mumkinmi?

Kti'liyogning yoqlaridan biri oltiburchak. Shu ko'pyogning
<|nralari soni eng kamida nechta bo'lishi mumkin?

Nla, 9 ta girrasi bo'lgan ko'pyoq chizing.

5- §. Muntazam ko‘pyoq!ar

la’rif. Agar ko'pyogning barcha yoqlari o'zaro teng
Mi/am ko'pburchaklar va uning barcha ko'pyoqli
phaklari yoqglarining soni bir xil bo'lsa, bunday ko'pyoq
In.am ko'pyoq deyiladi.

Muntazam ko'pyoglardan kub va muntazam tetraedr
AIma'lum (76, 77- rasmlar).
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Muntazam ko'pyoglarning yana uch turi mavjud. Bui

muntazam sakkizyoq (muntazam oktaedr, 78- rasm =
muntazam yigirmayoq (dodekaedr, 79-a rasm), muntaza a
o'nikkiyoq (ikosaedr, 19-b rasm).

Muntazam ko'pyoqlarning aytib o‘tilgan beshta gavailj

turidan boshqga hech ganday turi mavjud emas (buni gadirnlj
yunon faylasufi Platon kashf gilgan deb taxmin qilinadi). fl

Mashqglar

Kubning bir uchidan yoqlarining uchta diagonali oYLl
zilgan, ularning uchlari kesmalar bilan tutashtirilgan, Stt
usulda yasalgan oltita kesma qirralari bo'lgan piran”f
daning muntazam tetraedr ekanligini isbotlang.
1) Muntazam tetraedrning; 2) muntazam oktaedmH
ikki yoqli burchagining kattaligini toping.

{Javob: 1) 70°32"; 2) 109"4
Muntazam oktaedr girrasining uzunligi a ga teng. A
oktaedr sirtining yuzini toping.

{Javob: 2a2Jfm

Muntazam tetraedr sirtining yuzi £>ga teng. Shu tctr*H
girrasining uzunligini toping.

{Javob:

6- §. Aylanish jismlari

Aylanish jismlariga silindr, konus, shar, sfera,

aylanalar kiradi. Ularga gisgacha ta’riflar berib, mail
yechish usullarini tanishtiramiz.
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6.1. Silindr

Ikkita parallel tekislik orasida joylashgan va tekisliklardan
bilidagi doirani kesib o‘tadigan harnma parallel to‘g‘ri chi-
fullar kesishmalaridan tashkil topgan jism silindr (ya’ni
ilonaviy silindr) deyiladi. Uchlari bu doiraning aylanasida
yolgan kesmalar silindrning yasovchilari deyiladi.

Silindrning sirti silindr asoslaridan —parallel tekisliklarda
yulgan ikkita teng doiradan va yon sirtidan iborat.

Silindrning yasovchilari asos tekisliklariga perpendikular
Itn'lsa, bunday silindr tog ¥i silindr deyiladi (80-rasm).

Silindr asosining radiusi silindr radiusi deyiladi.

Silindr asoslari tekisliklari orasidagi masofa silindrning
luilnndligi deyiladi.

Asoslaririing markazlaridan
O'luvchi to‘g‘ri chizig silindrning
B'(Ji deyiladi. Bu o‘q yasovchilarga
emallei bo'ladi.

Silindrning o‘qgi orgali o‘tuvchi
JkNin o'gkesim deyiladi. Silindrning
mlisovchisi orgali o‘tadigan o‘gq ke-
umga perpendikular tekislik silindr-

Ndlly urinma tekisligi deyiladi.

6.2. Konus

Konus (doiraviy konus) deb shunday jismga aytiladiki,
IIniilgan'nuqtasini biror doira nuqtalari bilan tutashtiruvehi
pinina kesmalardan tashkil topgan bo'lib, bu berilgan nuqgta
puns uchi, doira esa konus asosi deyiladi. Konus uchini asos

limasi nuqtalari bilan tutashtiruvehi kesmalar konusning
I\<ivchilari deyiladi.

Konus sirti asosidan va yon sirtidan iborat. Konusning
Hu bilan asos aylanasining markazini tutashtiruvehi to‘g‘ri
In. n| asos tekisligiga perpendikular bo'lsa, bunday konus

konus deyiladi. To‘g'ri konusni to‘g‘ri burehakli ueh-
tie liakni lining bir kateti atrofida aylantirishdan hosil
iB'Irm jism deb garash mumkin (81- rasm).
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81- rasm. 82- rasm.

82-fl rasmda to‘g‘ri konus tasvirlangan. Uning uchi S,
asosi tekislikdagi K doira bo'ladi. Konus S uchini asosniriK
X nuqtalari bilan tutashtiruvchi hamma SX kesmalardan
hosil gilingan.

Konusning uchidan uning asosiga tushirilgan perpendi*
kular konusning balandligi deyiladi.

To'g'ri konus balandligining asosi asos markazi bilan
ustma-ust tushadi.

To'g'ri konusning balandligidan o'tuvchi to'g'ri chiziq
uning o'qi deyiladi.

Konusning o'gi orgali o'tuvchi tekislik bilan kesimi o®61
kesim deyiladi (82-b rasm). Konusning yasovchisi orgali
o'tuvchi va bu yasovchi orqali o'tkazilgan o'q kesimiga perpcn
dikular tekislik konusning urinma tekisligi deyiladi.

6.3. Shar

Fazoning berilgan nuqtadan berilgan masofadan Kkallrt
shar deyiladi (83- rasm).

Berilgan nuqta shaming markazi, berilgan masofa cnH
shaming radiusi deyiladi. Shaming chegarasi shar sirti yolfl
sfera deb ataladi. Shaming markazidan radiusiga teng masol;i||e
gadar uzoglashgan hamma nuqtalar sferaning nugqtalaridli
Shar markazini shar sirtining nuqtasi bilan tutashtiruvdIB
istalgan kesma ham radius deyiladi.

Shar sirtining ikki nuqtasini tutashtiruvchi va shamniH

\arkazidan o'tuvchi kesma diametr deyiladi. Istaly.iilli
metrning uchlari (oxirlari) shaming diametral garamn«
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83- rasm. 84- rasm.

tirshi nuqtalari deyiladi. Bu jism doirani uning diametri
llrofida aylantirish natijasida hosil gilinadi. Shaming
markazidan o ‘tadigan tekislik diametral tekislik deyiladi.
Ibaming diametral tekislik bilan kesilgan kesimi katta doira
*~w';ladi. Sferaning kesimi esa katta aylana deyiladi.

Mashqglar

Silindrning o‘gq kesimi yuzi Q ga teng kvadrat. Silindr
i asosining yuzini toping.

Yechilishi. Kvadratning tomoni JQ gateng. U asosi-

ning diametriga teng. Shuning uchun asosining yuzi

J Konus ichidan d masofada turgan va asosiga parallel
bo'lgan tekislik konusni kesib o'tadi. Konus asosining radiusi
H  balandligi esa H bo'lsa, kesimning yuzini toping.

i Yechilishi. Konusning o'qg kesimini o'tkazamiz

; (S4- rasm). SAB va SAX¥BXuchburchaklarning o'xshashligi-

! dan Ing :TZF n* hosil gilamiz. AB - 2R, AXB{=2r

[ (r — kesimdagi doiraning radiusi), OS- H\ OX= d,
bulardan

UL

Ki sim yuzi:
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3. Shar radiusining o'rtasidan unga perpendikular tekisli
o°‘tkazilgan. Hosil gilingan kesim yuzini katta doira yuzigl
nisbatini toping.

Yechilishi. Sharradiusi Rbo‘lsa, kesimdagi doiraning

radiusi JR2- = ~/4 Sateng. Bu doira yuziniiig

. . . 3
katta doira yuziga nisbatan ——y— - a teng.
yuzig kRy J4 g g

Mashqlar

1. Silindrga oltiburchakli muntazam prizma ichki chizilgnn
Silindr asosining radiusi balandligiga teng bo‘lsa, pri/mi
yon yog‘i diagonali bilan silindr o'qi orasidagi burchakilj
toping.

2. Uchburchakning tomonlari 13 sm, 14 sm, 15 sin
Uchburchak tekisligidan uchburchakning hamma tomortl
lariga urinadigan shaming markazigacha bo‘lgan masol'uM
toping. Shaming radiusi 5sm.

{Javob\ 3 mn.5

3. Silindrning balandligi 2 m, asosining radiusi 7 m. =
silindrga kvadrat og‘ma gilib shunday ichki chizilgankl,
kvadratning uchlari silindr asoslarining aylanalarida yot.ull,
Kvadratning tomonini toping.

{Javob: 10 nfl

4. Konus asosining radiusi R. 0 ‘q kesim to‘g‘ri burclus
uchburchakdan iborat. O'q kesimning yuzini toping.

| {Javob: It 1

5. Shaming radiusi R. Radiusning uchidan unga 60° li IniM
chak ostida tekislik o'tkazilgan. Kesimning yuzini lopuifj

{Javob:



7- §. Ko‘pyoglarning yon va to‘la sirtlarini
hisoblash

Ko‘pyogning barcha yoglari yuzlarining yig'indisi ko“‘p-
vHfli sirtning yuzi deyiladi.

Ko‘pyoqli prizma, piramidalarning yon va to‘la sirtlarini
tllsoblashni o‘rganilishidan avval ularga ta’rif beramiz.

7.1. Prizma

I -ta’rif. Turli tekisliklarda yotuvchi va parallel ko*-
eliirish bilan ustma-ust tushuvchi ikkita yassi ko‘pburchakdan
h.inula bu ko‘pburchaklarning mos nugqtalarini tutashtiruvehi
lilimma kesmalardan iborat ko‘pyoq prizma deyiladi (85- rasm).

I’rizmaning asoslari parallel ko'chirish natijasida hosil
bn lean ko‘pburchaklar bo'lgani uchun ularning yuzlari teng.

Agar prizmaning yon qirrasi asoslariga perpendikular
ho Isa, bunday prizma to‘g‘ri prizma deyiladi, aks holda
Mg'nia prizma deyiladi.

2-ta’rif. To‘g‘ri prizmaning yon sirti asosining
pi imietri bilan yon girrasi uzunligining ko'paytmasiga teng:

bilan ikkita asosi yuzining
MVIndisiga teng: Stola= "yn+ 2S xs.

7.2. Piramida

I ta’rif. Yogqlaridan biri ixtiyoriy ko‘pburchak, golgan
Mllari esa asos tekisligida yotmagan umumiy uchga ega
nlran uchburchaklardan iborat bo‘lgan ko‘pyoq piramida
pylladi (86- rasm).

85- rasm. 86- rasm.

69



Piramidaning asosi muntazam ko‘pburchak va balandligi
ko‘pburchakning markazi bilan ustma-ust tushsa, bunday
piramida muntazam piramida deyiladi.

2-ta’rif. Muntazam piramidaning yon sirti asoj
perimetrining yarmi bilan apofemasi ko'paytmasiga teng: j

S=\PI,

bunda: / —apofema.

Umuman, piramidaning yon sirti yon yoqlari yuzlarinin
yig'indisiga teng.

Piramidaning to‘la sirti yon sirti bilan asos yuzinii
yig'indisiga teng:

S +2S

td la yon asos

Mashglar

1. To'g'ri burchakli prizmada asosining tomonlari 10
17 sm va 21 sm, balandligi esa 18 m. Prizmaning
girrasi va asosining kichik balandligi orqali o'tkazil
kesimning yuzini toping.
(Javob: 144 sm],
2. Og'ma prizmaning yon girrasi 15 sm ga teng va u ;
tekisligiga 30° li burchak ostida og'gan. Prizman
balandligini toping.
(Javob: 7,5 sm]
3. Piramidaning asosi teng yonli uchburchak bo'lib,
uchburchakning asosi 12 sm, yon tomoni esa 10 sm. 1
yoqglar asos bilan har biri 45° dan bo'lgan ikki
burchaklar tashkil giladi. Piramidaning balandligini topinj
(Javob: 3sm)
4. Piramidaning asosi parallelogramm bo'lib, uniM
tomonlari 3 sm va 7 sm, diagonallaridan biri 6
Piramidaning balandligi diagonallarining kesishtflfl
nuqtasidan o'tib, 4 sm ga teng. Piramidaning yon qirra,u i
toping.
(Javob: 5 sm, 6 smJ



8- 8. Aylanish jismlarining yon va to‘la sirtlarini
hisoblash

Sfemning yuzi.

Sferaning yuzini topamiz. F —radiusi R ga teng sfera
bo'lsin. Fhjism radiuslari R+h\a R -h bo'lgan konsentrik
ikkita sfera orasidagi gatlamdan iborat (87-a rasm). Bujismning

Icng, ya’ni
Vh =*n[(R +h)3-(R-h) 3}
Bundan:
\ég] (6hR2 + 2/13) = 4nR

h 0da y, nishat 4nR2limitga intiladi. Shunday qilib,
.uliusi R ga teng sferaning yuzi 4nR 2ga teng.

Silindming yon sirti.

Radiusi R va balandligi H bo'lgan silindr yon sirtining
yn/ini topamiz.

Sirt yuzi ta’rifiga ko'ra Fhjism mazkur holda radiuslari
Hih va R- h bo'lgan silindrik sirtlar va silindr o'giga

prrpcndikular bo'lib, undan H + 2h masofada joylashgan
Ikki tekislik orasiga joylashgan (87-b rasm).
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Bu gatlamning bir-biridan H masofada joylashgan ikkita
asos tekisligi orasida olingan gismi butunligicha Fh jismgal
tegishli bo‘ladi. Bundan quyidagini hosil gilamiz:

Vh <[n{R+h)2-n{R-h)2]{H +2/2),
Vh < [n{R +h)2- (R - h)2] °H
yoki

4nRhH <Vh <4nRh(H +2h),
bundan

2nRH <%_ <2nRH + 4nRh

2h
h -> 0 da tengsizlikning o'ng gismi 2nRH ga intiladi.

Demak, limf =2nRH .

Shunday qilib, silindr yon sirtining yuzi
5 =2nRH

formula bo'yicha aniglanadi.
Konus va sferik segmentning yon sirti mos ravishda

S =kRI va S =2nRH
formulalar bo‘yicha hisoblanadi.

Mas hqglar

1. Yerto'ladagi yarim silindrik gumbazning uzunligi 6 in,
diametri 5,8 m. YertoManing tola sirtini toping.

{Javob: 116 m’)1

2. Silindr asosining yuzi Q, o‘g kesimining yuzi M
Silindrning to‘la sirti nimaga teng?

Qavob: kM + 2Q. Ko'rsatma: asosining yu/.intt

ko‘ra uning radiusini toping.)

3. Konus asosining yuzi S, yasovchisi asosga a burchak ostid.i
0g'ma. Konus yon sirtining yuzini toping.

{Javob: Tosa Ko'rsatma: asosning yuluﬁu

ko‘ra uning radiusini toping.]
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8.1. Silindr yon sirtining yuzi

Biz yuqorida silindr va konus yon sirtlarini anigladik.
luli bu masalaga boshgacha yondashuvni ko‘rib chigamiz.

Silindrga muntazam n burchakli prizmani ichki chizamiz
HK rasm). Bu prizma yon sirtining yuzi

imla Pn— prizma asosining perimetri, H — uning baland-
%

n cheksiz ortganda Pn perimetr silindr asosi aylana-
iiim’ C uzunligiga cheksiz yaqinlashadi. U holda prizma
m sirtining yuzi C' H ga cheksiz yaginlashadi.

Sluining uchun C* H kattalik silindr yon sirtining yuzi
linn gabul gilinadi.

Silindr yon sirtining yuzi

S=C-H=2nRH

imula bilan hisoblanadi, bunda R —silindrning radiusi,
balandligi.

8.2. Konus yon sirtining yuzi

Konusga muntazam n burchakli piramidani ichki chiza-
I/ (K9- rasm). Uning yon sirti yuzi

bug, bunda Pn — piramida asosining perimetri, In —
Ini” apofemasi.

88- rasm. 89- rasm.
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n cheksiz ortganda Pnperimetr konus asosidagi aylana*
ning C uzunligiga yaqinlashadi. Inapofema esa yasovchisining
[ uzunligiga yaginlashadi. Piramidaning yon sirti mos ravish*

da C w" ga cheksiz yaginlashadi. Shu munosabat bilan C m

kattalik konus yon sirti yuzi uchun gabul gilinadi.
Konus yon sirtining yuzi

S C =nRI

formula bo'yicha hisoblanadi, bunda R — konus asosinin
radiusi, / —yasovchining uzunligi.

9- §. Hajm tushunchasi

Tekislikda shakllar uchun yuz tushunchasi kiritilgani kahl
fazodajismlar uchun hajm tushunchasi kiritiladi. Avval sodda
jismlar garaladi. Jismni chekli sondagi uchburchakli piramU
dalarga ajratish mumkin bo‘lsa, u sodda jism deyiladi. Soddl
jismlar uchun hajm —bu son giymati quyidagi xossalai‘gl
ega bo‘lgan musbat kattalikdir:

1 Tengjismlarning hajmlari teng.

2. Agarjism soddajismlar hosil giluvchi gismlarga bo 1in.%
bu jismning hajmi uning gismlari hajmlarining yig'indisiM
teng bo'ladi.

3. Qirrasi uzunlik birligiga teng bo'lgan kubning ha/ml
birga teng.

Agar ta’rifda gap borgan kubning girrasi 1 sm ga ten
bo‘lsa, u holda hajm kub santimetrlarda bo'ladi; agar kub«

ning girrasi 1 m ga teng bo'lsa, |
holda hajm kub metrlarda bo'U
di; agar kubning qirrasi 1 kin
teng bo‘lsa, u holda hajm kuh
kilometrlarda bo‘ladi.

Istagan gavariq ko‘pyoq sndd§
jismga misol bo'ladi. Uni click!
sondagi uchburchakli piramidalat*
quyidagicha ajratish mumkin. J

Ko‘pyoqgning biror S udild

90- rasm. belgilaymiz. Ko‘pyogning S uclilfl
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n7 ichiga olgan hamma yogqlarini uchburchaklarga bo'lamiz.
11 holda bu uchburchaklar asos, S nuqta esa umumiy uch
Vnzifasini o‘taydigan hamma uchburchakli piramidalar ko‘p-
yogning uchburchakli piramidalarga bo‘linishini beradi.
90 rasmda ixtiyoriy piramida uchun shunday bo‘linish ko‘r-
[iniilgan.

9.1. To‘g‘ri burchakli parallelepipedning hajmi

To‘g‘ri burchakli parallelepipedning hajmini topamiz
I |‘M rasm). Hajm o'lchov birligi bo‘lgan kub va hajmi o‘l-
m hanishi lozim bo'lgan to‘g‘ri burchakli parallelepiped tas-
vii langan. Kubning girrasi uzunlik birligi bo'lib xizmat giladi.
p\vval parallelepipedning a, b, ¢ qirralari uzunliklari chekli
o nli kasrlar bilan ifodalangan hamda verguldan keyingi
I mmalar soni n dan oshmagan holni garab chigamiz.
Kubning bitta uchidan chiggan qirralarini 10" ta teng
liu'laklarga ajratamiz va bo‘linish nuqtalaridan bu qirra-

Ini)\i pecpendikular tekisliklar o'tkazamiz. Bunda kub qirralari
[ ta teng bo‘lgan, 10" <10 mlOn = 103" ta kichik kubga

I llrnladi.
Kichik kubning hajmini topa-
I»ii/. Hajmning xossasiga ko‘ra
katta kubning hajmi kichik kublar
btijmlarining yig‘indisiga teng.
EKatta kubning hajmi 1ga tengligi,
| kichik kublar soni esa 103'ga teng-
[|I".i uchun bitta kichik kubning
iMimi ga teng.
Endi
-j- =a-10", -+- =b-10",

10" 10"

-f- = c 10"



sonlari butun sonlar bo'lgani uchun parallelepipedning qir-

ralarini ga teng bo‘lgan butun sondagi gismlarga ajratish

mumkin. a girrada ular a wl0" ta; b girrada b 10" ta; ¢ qir-;
rada c¢ 10" ta bo‘ladi. Qirralarning bo'linish nugtalaridan
girralariga perpendikular tekisliklar o‘tkazamiz.

Bunda biz parallelepipedning tomoni bo'lgan kichik

kublarga ajralishini ko'ramiz. Ularning soni

a 10” b 10" ec 10" = abc 103"
ga teng.
Parallelepipedning hajmi undagi Kkichik kublar hajm*
larining yig'indisiga teng. Kichik kubning hajmi gal

ularning soni 0Z>c-103" ga tengligi uchun parallelepiped-
ning hajmi

abc ml03' m— = abc
103n

ga teng.
Shunday qilib, to‘g‘ri burchakli parallelepipedning hajmi
V - abc ;{ormula bilan hisoblanadi.

Mashqglar

1. Agar kubning har bir girrasi 2 sm orttirilsa, uning hajmi
98 sm3ga ortadi. Kubning girrasini toping.

Yechilishi. Kubning girrasini x bilan belgilaymiz. 11
holda
(x+ 2)3"x 3= 98,
x2+2x - 15=0,
X =3 x=-5.
Fagat musbat ildiz geometrik ma’noga ega. Shunday qilib,1
kubning girrasi 3 sm ga teng.
2. Kubning har bir girrasi 1 m orttirilsa, uning hajmi 14
marta ortadi. Qirrasini toping.
(Javob: 25 sm)
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Fo'g'ri burchakli parallelepipedning o‘lchovlari 3 sm,
4 sm, 5 sm. Agar uning har bir girrasini x sm orttirsak,
sirti 54 sm2ortadi. Uning hajmi gancha ortadi?

(Javob: 2 marta).

To‘g‘ri parallelepiped asosining a, b tomonlari 30° i
burchak tashkil giladi.Yon sirti C ga teng. Uning hajmini

toping.
Yechilishi. Balandligini x bilan belgilaymiz (92- rasm).

U holda
C-x'(2a +2b), x =
Parallelepiped asosining yuzi
ab msin 30° =

ga teng. U holda hajmi
V=

9.2. Og‘ma parallelepipedning hajmi

()g‘ma parallelepipedning hajmini topamiz (93- rasm).
BC qirra orgali ABCD asosga perpendikular tekislik
n'lkazamiz va parallelepipedni BBIB2CCIC2 uchburchakli
pri/ma bilan to‘ldiramiz.

92- rasm. 93- rasm.
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Hosil gilingan jismdan AD qirra orqali ABCD asosga
perpendikular ravishda o'tkazilgan tekislik yordamida hosil
gilingan uchburchakli prizmani ajratib tashlaymiz. Natijada
to‘g‘ri burchakli parallelepiped hosil bo‘ladi. Bu parallele-
pipedning hajmi dastlabki parallelepipedning hajmiga teng.

Istalgan parallelepipedning hajmi asosining yuzi bilan
balandligini ko paytmasiga teng, ya’ni

V=S-h.

1. To'g’ri parallelepipedda asosining 2-J2 sm li va 5sm 11
tomonlari orasidagi burchak45° gateng.Parallelepipedning
kichik diagonali 7 sm gateng. Uning hajmini toping.

(Javob'. 60 sm1)

2. To‘g‘ri parallelepipedning asosi yuzi 1 m2 bo'lgan
rombdan iborat. Diagonal kesimlarining yuzlari 3 m2wit
6 m2 Parallelepipedning hajmini toping.

(Javob: 3 m\|

3. Og'ma parallelepipedning asosi kvadrat bo‘lib, tomonl
1m gateng. Yon girralaridan biri 2 m ga teng va asosninji
0°‘ziga yopishgan har bir tomoni bilan 60° li burchal
tashkil giladi.Parallelepipedning hajmini toping.

(Javob: JI m1)

9.3. Prizmaning hajmi

Prizmaning hajmini topamiz. Avval uchburchakli pii/*
mani garaymiz (94- rasm). ]

Uni rasmda ko'rsatilgandek, parallelepipedga to ‘Idiru«
miz.0 nuqta parallelepipedning simmetriya markazi deyiln-
di. Shuning uchun to'ldirilgan prizma berilgan O nuqgta’ti
nisbatan simmetrik, demak, uning hajmi berilgan priznui*
ning hajmiga teng.

Yasalgan parallelepipedning hajmi berilgan pri/mrt
hajmining ikkilanganiga teng.
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Parallelepiped hajmi asosning yuzi bilan balandligining
lin'paytmasiga teng, asosining yuzi A ABC yuzining ikkilan-
(iiniga teng, balandligi esa dastlabki prizma balandligiga
[rw'. Demak, dastlabkiprizmaning hajmi asosining yuzi bilan
balandligining ko paytmasiga teng:

V=S-H.

Endi ixtiyoriy prizmani garaymiz (95- rasm). Uning asosini
liclilnirchaklarga ajratamiz. Uchburchak shu uchburchakiardan
Bln bo'lsin. Uchburchakning ixtiyoriy X nuqtasidan yon
linnlariga parallel to‘g‘ri chiziq o'tkazamiz. ax —shu to'g'ri
t’hi/igning prizmaga tegishli kesmasi bo'lsin. X nuqgta uchbur-
llliikni aylanib chiqganda ax kesma uchburchakli prizmani
o’ldiradi. Har bir uchburchak uchun shunday prizma yasab,

4illlan prizmani uchburchakli prizmalarga ajratamiz. Bu
rl/.malarning balandliklari teng. Dastlabki prizmaning hajmi
in lashkil giluvchi uchburchakli prizmalar hajmlari yig'in-
(ki’n teng. Isbotlanganiga ko'ra uchburchakli prizmaning
Itimi asosining yuzi bilan balandligining ko'paytmasiga teng.
lirulan berilgan prizmaning hajmi topiladi:

V=S, tf+ SH+ S}H+ ... + StH= (5, + S2+ 53+... + Sn)H.

Uchburchaklar yuzlarining yig'indisi berilgan prizma
wining S yuziga teng. Shuning uchun

V=S-H.

Istalgan prizmaning hajmi asosining yuzi bilan baland-
Ining ko paytmasiga teng.
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Mashqlar

1. Oltiburchakli muntazam prizmada eng katta diagonal kc
simining yuzi 4 m2ga, ikkita qarama-qarshi yon girralml
orasidagi masofa 2 m ga teng. Prizmaning hajmini topim;

(Javob\ 6 mJ|

2. Uchburchakli og‘ma prizmaning yon qirralari 15 m gld
ular orasidagi masofa esa 26 m, 25 m, 17 m ga ten
Prizmaning hajmini toping. u

(Javob\ 3060 ml.

3. Uchburchakli prizma asosining tomonlari 4 sm, 5 sill,
7 sm ga, yon girrasi esa asosining katta balandligiga tciil,
Prizmaning hajmini toping.

(Javob: 48 sm'))

9.4. Piramidaning hajmi

Uchburchakli piramidaning hajmini topish uchun nim
teng piramidalar bilan parallelepipedga to‘ldirishga va slui
parallelepipedning hajmini bilishimizdan foydalanib, piraml®
daning hajmini topishga harakat gilamiz.

Piramidaning balandligini n ta teng bo'lakka ajralaml/
va bo'linish nuqtalari orgali piramida asosiga parahlel
tekisliklar o‘tkazamiz (96-a rasm).

Bunda piramida qatlamlarga ajraladi. Har bir builliis
gatlam uchun ikkita prizma yasaymiz: gatlamda yotgan (%
yasaymiz. Birinchi piramidaning k- gqatlamidagi (uchidan boshlub
hisoblaganda) prizma va ikkinchi piramidaning (k - 1)- g;i
midagi prizma asoslarining yuzlari teng, chunki bu as
piramidalarning asoslariga o ‘xshash va o *xshaslilik koeffitsiyCf

bir xil (~ )- Bu prizmalarning balandliklari ham teng bo'l
u
uchun (£), ularning hajmlari ham tengdir.
Faraz gilaylik, V}va V2piramidalarning hajmlari bo 'llfl
V{ va V{ esa ular uchun yasalgan prizmalar hajmlaiinIfl
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96- rasm.

yif’ indisi bo'lsin. Birinchi piramidaning k- gatlamidagi
lii!/.maning hajmi ikkinchi piramidaning (k - 1)- gatlamidagi
pti/.inaning hajmiga teng bo'lgani uchun birinchi pirami-
iluilagi hamma prizmalar hajmlarining yig'indisi ikkinchi
pn.imidaning oxirgi gatlamidan boshgqa hamma qatlamlari-
thil’i prizmalar hajmlarining ylglnd|5|ga teng. OXirgi

gtillamdagi prizmaning hajmi S l— ga teng, bunda S —
pnamida asosining yuzi, H — balandligi. Bu yerdan

»w V{- S 4§ ekanikelib chigadi. Bundan tashqari V, > V{,

V) m  Dbo'lgani uchun Vx> V2- bo'ladi. Bu tengsizlik

n islagancha katta bo'lganda ham bajariladi. Bu esa faqat
I, mV2 bo'lgandagina mumkin. Piramidalarning o'rinlarini
«Imashtirib, garama-qarshi tengsizlikni hosil gilamiz:
Vi =V =V2 ekani kelib chigadi. Da’vo isbotlandi.

I ndi piramidaning hajmi uchun formulani topamiz.
Jerilgan SABC piramidani 96-d rasmda ko'rsatilgandek,
It shanday asosli va o'shanday balandlikdagi uchburchakli
hii/inaga to'ldiramiz. Bu prizma uchta piramidadan iborat:
hnilgan SABC piramidadan va yana ikkita uchburchakli
M (\BXva SCBBXpiramidalardan iborat. Ikkinchi va uchinchi
|*ii.unidalarning asoslari teng — [, CCXXva O BXBC va S
in hdan tushirilgan umumiy balandlik. Isbotlanganga ko'ra
tiluning hajmlari teng. Birinchi va uchinchi piramidalarning
hum asoslari teng — I SAB va [ BtBS hamda C uchdan
In liirilgan balandliklari bir xil. Demak, ularning ham hajmlari
lenr Shunday qilib, uchala piramidaning hammasi bir xil

ft 11 M.Sayfullayeva 8L



hajmga ega. Bu hajmlarning yig‘indisi prizmaning hajmiga
err
teng bo'lgani uchun piramidalarning hajmi ga teng.

Istalgan uchburchakli piramidaning hajmi asosining yuzi
bilan balandligi ko paytmasining uchdan biriga teng:

V=\SH'
Istalgan piramidaning hajmi asosining yuzi bilan balandligi
Ko paytmasining uchdan biriga teng:

V =\H(Si+S2+S2+...+Sn)=+SH .

1. Piramidaning asosi - tomonlari 9 m va 12 m bo‘lgiin
to‘g‘ri to‘rtburchak, hamma yon qirralari 21,5 m ga tenn.
Piramidaning hajmini toping.

(Javob\ 360 mJ),

2. Piramidaning asosi tomonlari 6 sm, 6 sm va 8 sm bo'lgjm
teng yonli uchburchak. Hamma yon qirralari 9 sm p
teng. Piramidaning hajmini toping.

(Javob'. 48 sm3 Ko‘rsatma: piramida balandligining asoxl
piramida asosiga tashqgi chizilgan aylananing mark;i/l
bilan ustma-ust tushadi).

9.5. Silindrning hajmi

Agarjism sodda bo‘lsa, ya’ni chekli sondagi uchburchakli
piramidalarga bo‘linsa, uning haimi shu piramidalar hajm
larining yig‘indisiga teng boiadi. Istalgan jism uchun hajm
quyidagi tarzda ta’riflanadi:

agar berilgan jismni o z ichiga oluvchi va berilgan jismninj
ichiga joylashgan hajmi V dan juda kam farq qiluvchi sodda
jismlar mavjud bo 1sa, berilgan jism V hajmga ega bo 1adi.

Bu ta’rifni asosning radiusi R va balandligi H ga long
silindrning hajmini topishga qo‘llaymiz. Doira yuzining
formulasini chigarishda shunday ikkita ko‘pburchak yasaljMii
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rdiki (biri doirani o‘z ichiga olgan, ik-
kmchisi doira ichiga joylashgan), ularning
wi/lari n cheksiz ortganda doira yuziga
i licksiz yaginlashadi. Silindrning asosla-
mlagi doiralar uchun shunday ko‘pbur-
i liaklar yasaymiz. P —doirani 0‘z ichiga
olgan ko‘pburchak, P' — doira ichiga
litylashgan ko‘pburchak bolsin (97- rasm).
Asoslari P va P', balandligi silindr-
ning H balandligiga teng ikkita to‘g‘ri 97- rasm.
piizma yasaymiz. Birinchi prizma silindmi
07 ichiga oladi, ikkinchi prizma esa silindr ichida joylanadi.
n cheksiz ortganda prizma asoslarining yuzlari silindr
lisoslarining yuzlari S ga cheksiz yaginlashgani uchun ularning
liiijmlari £ «H ga yaginlashadi. Ta’rifga ko ‘ra silindrning hajmi:

V =SH =kR2H .
Silindrning hajmi asosining yuzi bilan balandligining
I ()'paytmasiga teng.
Mashqlar

I. Silindrga uchburchakli muntazam prizma ichki chizilgan,
prizmaga esa silindr ichki chizilgan. Silindrlar hajmlari-
ning nisbatini toping.

(Javob: 4:1.)
Har bir girrasi a ga teng bo‘lgan oltiburchakli muntazam
prizmaga ichki chizilgan silindrning hajmini toping.

(Javob: |sa3.)

9.6. Konusning hajmi

Konusning asosi tekisligida ikkita ko‘pburchak yasaymiz

AK rasm).

Konusning asosini 0‘z ichiga olgan P ko‘pburchak va
onus asosida joylashgan P' ko‘pburchak. Asoslari P va P'
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hamda uchi konusning uchida bo‘lgan
ikkita piramida yasaymiz. Birinchi piramida
konusni 0‘z ichiga oladi, ikkinchi piramida
esa konus ichida yotadi.

Shunday Pva P' ko‘pburchaklar bor
ki, ularning tomonlari soni n ni cheksi/
orttirilganda ko‘pburchaklarning yuzlan
konus asosidagi doiraning yuziga cheksi/
yaqinlashishini bilamiz. Bunday ko ‘pbui
chaklarda yasalgan piramidalarning hajm

lari j SH ga cheksiz yaginlashadi, bunda S — konusning

yuzi, H —balandligi.
Ta’rifga ko‘ra, bu yerdan konusning hajmi

V =\SH =inR2H .

Konusning hajmi asosining yuzi bilan balandligi

ko‘paytmasining uchdan biriga teng.
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Mashqglar

Konusning o‘q kesimi yuzi 9 m2ga teng bo‘lgan tcny
yonli to‘g‘ri burchakli uchburchakdan iborat. Konusning
hajmini toping.

(Javob: 9n m3 Ko'rsatma. Konusning
balandligi uning asosi radiusiga teng |

Konus yasovchisining uzunligi /, asos aylanasining uzun
ligi c. Konusning hajmini toping.

{Jfavob: % nian22-c T,
24

Konusning /yasovchisi asos tekisligi bilan a burchak tashkil
etadi. Konusning hajmini toping.

(Javob: i n/3sinacos”u )



9.7. Shaming hajmi

Shar markazini koordinatalar boshi uchun gabul qilib,
I>ckart koordinatalarini kiritamiz (99- rasm).
xy tekislik R radiusli sharni y
X f y2= R1tenglama bilan beri-
Imligan aylana bo'yicha kesadi.
X o'gidan yuqoridajoylashgan
yarim aylana

liiiglama bilan ifodalanadi. Shu-
nmg uchun shar hajmi:

V=nj(R2- x2)dx = 99- rasm.
R

Mashqglar

I Shaming diametriga perpendikular tekislik diametrni
3sm va 9 sm li bo'laklarga ajratadi. Shaming hajmi qanday
gismlarga ajraladi?

{Javob: 450 sm3 243 n sm3)

2. Ikkita teng shar shunday joylashadiki, ulardan birining
markazi ikkinchisining sirtida yotadi. Sharlarning umu-
miy gismi hajmining butun shaming hajmiga nisbatini
toping.

{Javob: 5 : 16.)
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ALMASHTIRISHLAR

Almashtirishlar va ularning turlari.

Tekislikda geometrik almashtirishlarga nuqta atrofid;i
burish, nuqgtaga nisbatan simmetriya, to‘g‘ri chizigga nisb;i
tan simmetriya, parallel ko'chirish, o'xshashlik yoki gomotetiyii
kabi almashtirishlarni sanab o‘tish yetarlidir.

1- §. Harakat

F shaklni /'shaklga almashtirishda nuqtalar orasid;in!
masofalar saqlansa, ya’ni u F shaklning istalgan ikkita X wn
Y nugtasini F ' shaklning X "va Y 'nuqtalariga o ‘tkazsa hamdu
XY-X" K'tenglik bajarilsa, bu almashtirish harakat deyiladi. 1

Eslatma. Geometriyada harakat tushunchasi siljiiisli
hagidagi oddiy tasawur bilan bog‘lig. Agar siljitish hagidn
gapirilganda uzluksiz jarayonni ko‘z oldimizga keltirsak,
geometriyada shaklning boshlang‘ich va oxirgi vaziyatlari hi/
uchun ahamiyatga ega bo‘ladi.

1-teorema. Nugtaga nisbatan simmetrik almashtirish
harakatdir.

Isboti. X va ¥ nuqtalar /’shakining ixtiyoriy nut|in
lari bo“lsin (100- rasm).

Nuqtaga nisbatan simmetrik almashtirish bu nugtalimil
X' va Y 'nuqgtalarga o'tkazadi. XOYva X'OY uchburch;ik=
larni garaymiz. Ular uchburchaklar tengligining birincM
alomatiga ko'ra teng. Ularning 0 uchidagi burchaklari veiliktil
burchaklar bo‘lgani sababli bir-bii(LM
teng. O nugtaga nisbatan simmetriyjuini|
ta’rifiga binoan OX= OX', OY= 0)

Bu uchburchaklarning tengligidAlji
ularning uchinchi tomonlari ham n*it|fl
XY=X"'Y", bu esa O nuqtaga nisbati
simmetriyaning harakat ekanini bildnml
100- rasm. Teorema isbotlandi.

v
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2-teorema. TofTi chizigga nisbatan simmetrik
iilmashtirish harakatdir.

I sboti. Berilgan to‘g‘ri chizigni Dekart koordinatalar
wslcmasining y o‘qi uchun qabul gilamiz (101- rasm).
F shaklning ixtiyoriy A (x; y) nuqtasi F' shaklning
I \x"\' y") nugtasiga o'tsin. To‘g‘ri chizigga nisbatan simmet-
iv.ming ta’rifidan A va A' nuqtalarning ordinatalari teng,
iilississalari esa ishoralari bilan farq gilishi mumkin, ya’ni
i' -x ekani kelib chiqadi.
Ikkita A (x,; yt) va B (X2 y2 nuqtani olamiz. Ular A" (-xt;
va B' (-x2 2 nuqtalarga o‘tadi. Quyidagilarga egamiz:
AB2= (X2- X,)2+ (y2- y32,
A'B'2= (- X2+ X,)2+ (y2- y®2
Bundan AB va A'B' kesmalar teng ekani kelib chigadi.
|lu esa to‘g‘ri chizigga nisbatan simmetrik almashtirishning
linakat ekanini bildiradi. Teorema isbotlandi.

Ta’rif. Berilgan nuqta atrofida burish deb, shunday
linakatga aytiladiki, unda bu nugtadan chiquvchi har bir
mu bir xil yo‘nalishda (soat mili yo‘nalishi bo‘yicha yoki unga
K Inri yo‘nalishda) bir xil burchakka buriladi (102- rasm).

Bu esa, agar O nuqta atrofida burishda X nuqta X'
IHK|taga 0 ‘tsa, u holda OX va OX"' nurlar, X nuqgta gqanday
(in'lishiga bog‘ligmas holda, bir xil burchak hosil qgilishini
I>iMnadi. Bu burchak burish burchagi deyiladi.

Ickislikni burishda shakllarni almashtirish ham burish
(M> ataladi.

0] 3

101- rasm.
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Mashqglar

1. O nuqta atrofida soat mili yo‘nalishi bo‘yicha 60° I

burchakka burishda A nuqgta o‘tadigan Axnuqtani yasaV'
miz.
Yechilishi.OA numi o‘tkazamiz va OP numi ZAOPm
= 60° bo'ladigan qilib yasaymiz (103- rasm). OP nurga
OA kesmaga teng OAt kesmani qo'yamiz. At nuqta izin
nayotgan nuqta bo'ladi.

2. O nuqta atrofida soat mili yo‘nalishi bo‘yicha 60° I
burchakka burishda AB kesma o ‘tadigan shaklIni yasang,

3. Harakat natijasida parallelogramm parallelogrammiiH
o'tishini isbotlang.

4. Kvadrat harakat natijasida ganday shaklga o ‘tadi?

(Javob: kvadratga o‘tadi. Javobingi/nl
tushuntiriii):)

2- 8. Nuqgtaga, o‘gga va to‘g‘ri chizigga nisbatan
simmetriya

2.1. Nugtaga nisbatan simmetriya

Aytaylik, 0 nuqgta Oxy tekislikning ixtiyoriy nugliml
bo'lsin (104- rasm).

OXkesmaning davomida O nuqtadan nariga CWkesmaiii
teng OX' kesmani gqo‘yamiz. X' nuqta O nugtaga nishahiH
X nugtaga simmetrik nugta deyiladi. O nuqtaga simmclllfc

simmetrik nugta X nuqgtaning o'zidir.

)

1

103- rasm. 104- rasm.
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X'
105- rasm. 106- rasm.

Ta’rif. Fshakini F* shaklga almashtirishda /"ning har
bn X nuqtasi O nugtaga nisbatan simmetrik X' nuqtaga
o Isa, bu almashtirish O nugtaga nisbatan simmetrik almash-
lirish deyiladi.

Bunda F va F'shakllar O nuqtaga nisbatan simmetrik
\li<ikllar deyiladi (105- rasm).

Agar O nugtaga nisbatan simmetrik almashtirish F shaklni
i»7 0'ziga o'tkazsa, u markaziy simmetrik almashtirish
deyiladi.

0 nugta simmetriya markazi deyiladi.

Masalan, parallelogramm markaziy simmetrik shakldir
[>(0- rasm). Uning simmetriya markazi diagonallarning
(kesishish nugtasidan iboratdir.

2.2. 0 ‘gga nisbatan simmetriya

I'a’rif. Agar fazoni almashtirishda har bir nuqta
bcnlgan I to‘g‘ri chizigga nisbatan o‘ziga simmetrik nugtaga
Hk.Inntirilsa, bunday almashtirish o f§ga nisbatan simmetriya
tlcyiladi.

Berilgan to‘g‘ri chizig simmetriya o qi deyiladi.

Agar / o‘gga nisbatan simmetriyada JI/, nuqta M nuq-
Inning obrazi bo‘lsa, bu S{(M) - Mxdeb yoziladi.

St(F) = Fxyozuvi / o‘gli simmetriyada F shaklning F'
Illiiklga akslanishini bildiradi.

leorema. O fga nisbatan simmetriya siljishdir.

1 sboti. 5,(M)=Mv SXN)=Nx \MN\ = \MX Xekanini
lihul gilamiz.
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T, n, p vektorlarni 107-
rasmda ko‘rsatilganidek qilib
kiritamiz. 0 ‘gga nisbatan sim-
metriyaning ta’rifiga asosan: |

mm=nm =0.

Ko'pburchak qoidasign
ko‘ra:

MN =-m +p +n,

107- rasm.
-m+p-n,

U holda

\MN\ =m +p +n -2mn,
ATV, =m +p +n -2mn.
. —2 .
Demak, jMN\ =[~",1 | ya’ni \MN\ = |[11/4,].

Mashqlar

0 ‘gga nisbatan simmetriyada qanday nugqtalar o'zijiil
akslanadi?

(Javob: fagat o'gga tegishli nugtalar,)!

. O'gga nisbatan simmetriyada ganday to‘g‘ri chizi(|lni

o'ziga akslanadi?

(Javob: o‘gni to'g'ri burchak ostida kesib o'tuvchi to'g'r||
chiziglar hamda simmetriya o‘qining o'/ /1

Simmetriya o‘qi / va berilgan a tekislikning a, obrazi hitel

biriga nisbatan ushbu hollarda ganday joylashadi:

) /c a; 2) 11 a; 3) /0‘q a ga og‘ma bo‘lsn?j

Ikkita turli A va B nuqtalar berilgan. A ni B uy|

akslantiruvchi simmetriya o'glari ko‘rsatilgan. Bundity;
o'glaming birlashmasi ganday shakl bo‘ladi?

Tekis shakl simmetriya markaziga ega bo‘lsa, u simmeli ivH]
0‘giga ham ega bo‘lishini isbot qiling.



2.3. To‘g‘ri chizigga nisbatan simmetriya

Aytaylik, gtayinlangan to‘g‘ri chizig bo‘lsin (108- rasm).
Ixtiyoriy X nuqtani olamiz va unda g to‘g‘ri chizigga
IV pedendikular tushiramiz. Bu petendikularning davo-
iniga A nuqtadan AX kesmaga teng AX"' kesmani qo ‘yamiz.

X' shunday nugta g to'g'ri chizigga nisbatan X nugtaga
simmetrik nuqta deyiladi. Agar X nuqta q to'g'ri chiziqda
votsa, unga simmetrik nuqgta uning o'zidan iborat. Ravshanki,
\ uugtaga simmetrik nuqta X nuqtadan iboratdir.

F shakIni almashtirishda Fning har bir X nuqtasi beril-
y.mqto'g'ri chizigga nisbatan simmetrik bo'lgan X ' nuqtaga
n'tsa, bunday almashtirish g tofg Ti chizigga nisbatan
\immetrik almashtirish deyiladi.

Bunda Fva f'shakllar qtog Ti chizigga nisbatan simmet-
rik shakllar deyiladi (109- rasm).

Agar g to'g'ri chizigga nisbatan simmetrik almashtirishda
Mmshakl 0'z-0'ziga o'tsa, bu shakl q to'g'ri chizigga nisbatan
simmetrik shakl deyiladi, q to'g'ri chizigq shaklning simmetriya
i Yl deyiladi.

Masalan, to'g'ri to'rtburchak diagonallarining kesishish
miqtasidan uning tomonlariga parallel ravishda o'tuvchi to'g'ri
thi/iglar to'g'ri to'rtburchakning simmetriya o'qlari bo'ladi.

3- §. Parallel ko‘chirish va
uning xossalari

Parallel ko'chirish nuqtalar bir xil yo'nalishda bir xil
Iti.isofada siljiydigan almashtirish sifatida ko'rsatmali
mniglanadi (111- rasm).

108- rasm. 109- rasm. 110- rasm.

91



Bunday ta’rif matematik jihatdan qat’iy emas, chunki
unda «bir xil yo'nalishda» jumlasi ishlatilmoqgda, bu jumlu-
ning o'zi aniq ta’riflanishga muhtoj.

Shu sababli biz parallel ko'chirishga, o'sha ko'rsatmall
anigqlashga (ta’rifga) javob beradigan, ammo eng jidtliy
ta’rifni beramiz.

Tekislikda Dekart koordinatalari x, y ni kiritamiz. /shakl
almashtirishda uning ixtiyoriy (jc; y) nuqtasi (x + a; y + h)
nuqtaga o'tsa, bunday almashtirish parallel ko ‘chirisk
deyiladi, bunda a va b —o‘zgarmas sonlar (112- rasm). 1

Parallel ko'chirish ushbu formulalar bilan beriladi:

x'=x+a\l y'-y+b.
Bu formulalar parallel ko‘chirishda (x; y) nuqU
o‘tadigan nuqtaning x', y' koordinatalarini ifodalaydi.
Teorema. Parallel ko ‘chirish harakatdir.
Isbot. Hagigatan ham, ixtiyoriy ikkita A (X,; wn
B (X2 y2 nugta parallel ko'chirishda A (x, +a; yt+b), B (x, " n;
»Y¥2+ b) nuqgtalarga o ‘tadi. Shu sababli
AB"Mix~x™M+fa-yy,
A'B '2= (x2-x,)2h0 23')2
Bundan, AB = A 'B Shunday qilib, almashtirishil#
masofalar saqlanadi, demak, u harakatdir.
«Parallel ko‘chirish» deb atalishi shu bilan asoslanailikl,

parallel ko‘chirishda nuqtalar parallel (yoki ustma u-t
tushuvchi) tolg‘ri chiziglar bo‘ylab bir xil masofaga siljiyill,
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Hagiqatan ham, A (x,; j,) va

Il (vZy2 nuqtalar parallel ko‘chirishda

M +a y{+b), B" (x2+ a; y2+ b)

miqgtalarga o ‘tsin (113- rasm).

A '‘Bkesmaning o ‘rtasi ushbu koor-

diiuitalarga ega: B B’

113- rasm.

A'B kesmaning o ‘rtasi ham shu koordinatalarga ega. Bunday

Il B 'Bto'rtburchakning diagonallari kesishadi va kesishish
miqtasida teng ikkiga bo'linadi. Bu to'rtburchak parallelo-
liammdir. Parallelogrammda esa garama-qgarshi yotgan AA®
va BB' tomonlar teng va parallel.

Shuni bilamizki, AA'B 'B parallelogrammning boshga

ikki tomoni AB va A'B'ham paralleldir. Parallel ko'chirishda
lo'g'ri chiziglar parallel to'g'ri chiziglarga yoki o0'z-o'ziga
o'tadi.

1", Mashqlar

\.

A, B, C nuqtalar berilgan. A nuqgtani B nuqtaga o'tka-
/.uvchi parallel ko'chirishda C nuqta o'tadigan C'nuqtani
yasang.
Parallel ko'chirish x*=x + 1; y'=y - 1 formulalar bilan
beriladi. Shu parallel ko'chirishda (0; 0), (1; 0), (0; 2)
nuqtalar ganday nuqtalarga o'tadi?
{Javob: (1; -1), (2;-1), (1; 1).)

Parallel ko'chirishda:
D (1; 2) nuqta (3; 4) nuqtaga; 2) (2; -3) nuqta (-1;
5) nuqtaga; 3) (-1; -3) nugta (0; -2) nuqtaga o'tishi
ma’lum bo'lsa, parallel ko'chirishning x*-x +a; y'-y +b
lormulasidagi a va b ning giymatini toping.

{Javob\ 1) a-b =2; 2) a=-3, b=8;3) a=b=1)
Parallel ko'chirishda (1; 1) nugta (-1; 0) nuqtaga o'tadi.
Koordinatalar boshi ganday nuqtaga o'tadi?
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5. 1) (1; 2) nuqta (3; 4) nuqgtaga, (0; 1) nuqta esa (-1; 0)
nugtaga o'tadigan; 2) (2; - 1) nuqgta (1; 0) nugtanu,
(-1; 3) nugta esa (0; 4) nugtaga o ‘tadigan parallel ko'chl
rish mavjudmi?

{Javob: 1) mavjud emas; 2) mavjiul |

4- §. 0 “xshashlik almashtirishlar

Agar shakiIni shaklga almashtirishda nuqtalar orasid.igl
masofalar bir xil son marta o‘zgarsa (ortsa yoki kamaysa),
bunday almashtirish o Xshashlik almashtirish deyiladi. Bu agtif
F shaklning ixtiyoriy A va B nuqtalari bunday almashtirisinl,i
Fxshaklning At va Bxnuqtalariga o‘tsa, u holda AIBI = kMl
bo‘ladi, demakdir.

k son o kshashlik koeffitsiyenti deyiladi.

K - 1 da o Xshashlik almashtirish harakatdan ibonll
bo 1adi.

Gomotetiya o Xshashlik almashtirishdir.

F — berilgan shakl va 0 —tayinlangan nuqta bo'lsin
F shaklning ixtiyoriy X nuqtasi orgali OX nurni o‘tkazamj|
va bu nurga k *+OX ga teng OX"' kesmani gqo‘yamiz {k > 0),
F shaklning har bir X nuqgtasi X' nugtaga ko‘rsatilgan umil
bilan o4adigan almashtirish O markazga nisbatan gomotcilrt
deyiladi. k son gomotetiya koeffitsiyenti deyiladi (114- a rasm)

Xossalari

/°. 0 %shashlik almashtirishda bir to § Ti chizigda yotti\rhl
uchta A, B, C nuqta bir tog Ti chizigda yotuvchi uchta A2
Bv Ctnugqgtalarga o ‘tadi. Bunda, agar B nugta Ava C nugldlut
orasida yotsa, n holda Bl nuqgta At va Ct nugqtalar orashli
yotadi.

2°. O xshashlik almashtirish to§ Ti chiziglarni tog ¥i chie
ziglarga, nurlarni nurlarga, kesmalarni kesmalarga o ‘tka:<nti,

3°. O Xshashlik almashtirish yarim tofg i chizlgIM
orasidagi burchaklarni saglaydi.

4°, Har ganday o Xshashlik almashtirish ham gomotrtlvg
bodavermaydi (114- b rasm).
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*0 a)
114- rasm.

Masalan, F, shaklni F shakldan gomotetiya natijasida

Imsil gilingan. F2 shakl esa Fxshakldan Oz o'qga nisbatan
Ulimnetriya natijasida hosil gilingan. Fxshaklni F2 shaklga
ulinashtirish o ‘xshashlik almashtirishdir, chunki bu almash-
linshda mos nugqtalar orasidagi masofalar nisbati saglandi,
bIn>4 bu almashtirish gomotetiya bo‘Imaydi.

(.

Mashqglar

Agar gomotetiya koeffitsiyenti: 1) 2; 2) 3 ga teng bo'lsa,
markazi koordinatalar boshida bo'lgan gomotetiyada
A(1; 2); B(2; 2); C(-1; 1); D (5; -1) nuqtalar o'tadigan
nugtalarni yasang.

(iomotetiyada X nuqta X"'nuqgtaga, Y nuqta esa Y'nuqtaga
o'tadi. Agar X, X', Y, Y' nuqtalar bir to'g'ri chizigda
yotmasa, gomotetiya markazini toping.

(iomotetiyada X nuqta “'nuqtaga o'tadi. Agar gomotetiya
koeffitsiyenti: 1)2; 2)3; 3) 4 gateng bo'lsa, gomotetiya
markazini yasang.

liiror nugtaga nisbatan simmetriyada X nuqta X' nuqtaga
o'tadi. Shu simmetriyada Knugta o'tadigan nugtani yasang.

lo'g'ri chizigga nisbatan simmetriyada Ynuqta o'tadigan
migtani yasang.
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IV bob

FAZOVIY SHAKLLARNI
TEKISLIKDA TASVIRLASH

Fazoviy shakllarni tekislikda tasvirlashda odatda parallel
proyeksiyalashdan foydalaniladi.Shaklni tasvirlashning bu usiili
quyidagicha: chizma’tekisligi a ni kesib o'tuvchi ixtiyoriy A
to'g'ri chizigni olamiz va shaklning ixtiyoriy A nugtasidan h
ga parallel gilib to'g'ri chiziq o'tkazamiz. Bu to'g'ri chizigning
chizma tekisligi bilan kesishgan A]nugtasi A nuqtaning tasvitl
bo'ladi (115- rasm).

ShaklIning har bir nuqtasining tasvirini shu tarzda yasah,
shu shaklning tekislikdagi tasvirini hosil gilamiz.

Xossalari

1°. Shaklning tog Ti chizigli kesmalari chizma tekisliglA
yana kesmalar bilan tasvirlanadi (116- rasm).

Hagigatan ham, AC kesma nuqtalarini proyeksiyaloveh)
hamma to'g'ri chiziglar chizma tekisligi a ni N1,C, to‘n*H
chizig bo'yicha kesuvchi bitta tekislikda yotadi. AC kesmaning
ixtiyoriy B nuqtasi AxC, kesmaning Bt nugqtasi bilan tasvirlanadi,

2°. Shaklningparallel kesmalari chizma tekisligida pamIbl
kesmalar bilan tasvirlanadi (117- rasm).

115- rasm. 116- rasm.
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117- rasm. 118- rasm.

Hagigatan ham, AC va A'C' —shaklIning parallel kesma-
Liii bo'lsin. A[CI va A[C{ to‘g‘ri chiziglar parallel, chunki
ular parallel tekisliklarning a tekislik bilan kesishishidan hosil
tlilmadi. Bu tekisliklarning birinchisi AC va AAXto‘g‘ri chiziglar
i»rcjali o ‘tadi.

J1°. Bitta tog ri chizig yoki parallel 1oy ri chiziglar
ki‘'smalarining nisbati parallelproyeksiyalashda saqlanadi (118-
nism).

Masalan: *

DL- Noant

li nugta orqgali A]C, ga parallel to‘g‘ri chizigni o ‘tkazamiz.

/M |, va BCC2—uchburchaklar o'xshash. Ularning tomonlari

pioporsional bo‘ladi: . Uchburchaklarning

n whashligidan hainda AiB]= A2B va B{C{= BC2 tengliklardan

lie JIT ekanl” chigadi.

1- §. Parallel proyeksiyalash va
uning xossalari

I'arallel proyeksiyalashni markaziy proyeksiyalashning
Misusiy holi deb garash mumkin. Bunda proyeksiyalash
inarkazi S biror MW" to‘g‘ri chiziq yo‘nalishi bo‘yicha
lunakatlanib, proyeksiyalar tekisligida cheksiz uzoglashgan
ilch laraz gilamiz (119- rasm).

lhi yerda M'N'proyeksiyalash yo nalishi deyiladi. Fazoda
(ilmj'an /"shaklIni a tekislikka proyeksiyalash uchun F * shakl-
fllnn har bir nuqtasi orgali M W "yo‘nalishga parallel qilib
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proyeksiyalovchi to'g'ri chiziq

lar o'tkazamiz. Bu to‘g‘ri clii-

ziglarning a tekislik bilan ke-

sishgan Fn nuqtalar to'plami |

shaklning a tekislikdagi parallel
proyeksiyasi deb ataladi.

Parallel proyeksiyaning ko*

rinishi va o'lchamlarining o'/

garishi faqat proyeksiyalar tc

kisligining yo'nalishiga nisbatan

ganday joylashishiga bog'liq,

119- rasm. Proyeksiyalovchi to'g'ri chiziq

laming proyeksiyalar tekisligii-'ii

nisbatan gqanday yo'nalishda bo'lishiga qarab parallel proyck
siyalash qiyshiq burchakli va tog i burchakli bo'ladi.

Agar proyeksiyalash yo'nalishi proyeksiyalar tekisligi bilan
to'g'ri burchak tashkil gilsa, bunday parallel proyeksiyalash
to'g'ri burchakli yoki ortogonalproyeksiyalash deyiladi.

Agar proyeksiyalash yo'nalishi proyeksiyalar tekisligi bilan
o'tkir burchak tashkil gilsa, bunday parallel proyeksiyalash
giyshiq proyeksiyalash deyiladi. Shaklning parallel
proyeksiyalashdagi tasviri asosan quyidagicha hosil gilinatli

1. Berilgan fazoviy shaklning barcha nugqtalari berilgan
yo'nalishda a tekislikka proyeksiyalanadi.

2. Proyeksiya tekisligida hosil gilingan shakl o'xshash
almashtiriladi.

Xossalari

1°. To'g'ri chiziq proyeksiyasi to'g'ri chizigdir.
2°. Parallel to'g'ri chiziglarning proyeksiyalari o'zam
paralleldir.

3°. lkki parallel kesma proyeksiyalari uzunliklarininy ni\
bad proyeksiyalanuvchi kesmalar uzunliklarining nisbatiga Huy,
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Mashqglar

. Uchburchakning parallel proyeksiyasi berilgan. Bu uchbur-
chak medianalarining proyeksiyalarini ganday yasash kerak?
Yechilishi: Parallel proyeksiyalashda to‘g‘ri chiziq
kesmalarining nisbati saqlanadi. Shuning uchun uchburchak
tomonining o'rtasi bu tomon proyeksiyasining o'rtasiga
proyeksiyalanadi. Demak, uchburchak medianalarining
proyeksiyalari uning proyeksiyasining medianalari bo'ladi.
. Uchburchakning parallel proyeksiyasi berilgan. Uchburchak
o'rta chizig'ining proyeksiyasi nima bilan tasvirlanadi?
. Parallelogrammni parallel proyeksiyalashda parallelogramm

hosil gilish mumkinmi?

{Javob\ Yo'q. Javobingizni tushuntiring.)
4. Parallel proyeksiyalashda parallelogrammning proyeksiyasi

kvadrat bo'lishi mumkinmi?

{Javob'. Mumkin.)

2- §. Prizmaning tekislikdagi tasvirini yasash

Parallel proyeksiyalash qoidalariga mu-
vofiq prizmaning tasviri quyidagi tarzda
yasaladi. Awal asoslaridan biri P yasaladi
(120- rasm). U biror yassi ko'pburchak bo'ladi.
kcyin bu ko'pburchakning uchlaridan parallel
kesmalar ko'rinishida prizmaning yon qir-
ralari o'tkaziladi. Bu kesmalarning uchlari
tulashtiriladi va prizmaning ikkinchi asosi
hosil bo'ladi.

Ko'rinmaydigan qirralar shtrix chiziq
bilan ko'rsatiladi. Prizmaning yon qirralariga
parallel tekisliklar bilan kesimlari parallelo-
lammlar bo'ladi.

Xususan, diagonal kesimlar ham paral-
lelogramm bo'ladi. Bu bitta yoqgga tegishli
bo'Imagan ikkita yon qirra orgali o'tadi (121-
lasm).

120- rasm.

121- rasm.
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3- 8. Piramidaning tekislikdagi tasvirini yasash

Parallel proyeksiyalash qoidalariga muvofiq piramida
ning tasviri quyidagi tarzda yasaladi. Awal asosi yasaladi. Bu
biror yassi ko‘pburchak bo'ladi (122- rasm). Keyin piramida
ning uchi belgilanadi, u yon qgirralar yordamida asos uchlan
bilan tutashtiriladi. Rasmda beshburchakli piramidaning tasvii i
ko'rsatilgan. Piramidaning uchi orqali o‘tuvchi tekisliklar bilan
kesimlari uchburchakdan iborat.

Xususan, diagonal kesimlari uchburchak bo‘ladi. Bunday
kesimlar piramidaning ikkita qo‘shni bo‘lImagan yon qirra
lari orgali o'tuvchi tekisliklar bilan hosil gilinadi (123- rasm).
Piramidaning asos tekisligidan berilgan q izli tekislik bilan
kesimi xuddi prizmaning kesimi kabi yasaladi. Piramidaning tekislik
bilan kesimini yasash uchun uning yon yoqglarini kesuvchi tekislik
bilan kesishmasini yasash yetarli.

Agar q izga parallel bo‘lImagan yoqda kesimga tegishli
bo'lgan biror A nuqta ma’lum bo‘lsa, u holda ular
kesishuvchi tekislikdagi g izning shu yoq tekisligi bilan
kesishmasi D nuqta yasaladi. D nuqta to‘g‘ri chiziqdagi A
nugta bilan tutashtiriladi. U holda bu to‘g‘ri chizigning yoqqa
tegishli bo‘lgan kesmasi bu yogning kesuvchi tekislik bilan
kesishmasidan iborat bo ‘ladi.

Agar A nuqta q izga parallel o‘tsa, u holda kesuvchi
tekislik bu yoqni g to‘g‘ri chizigga parallel kesma bo'yicha
kesib o'tadi. Qo'shni yon yoqga o ‘tib, uning kesuvchi tekislik
bilan kesishmasi yasaladi. Natijada piramidaning talah
etilayotgan kesimi hosil bo'ladi (125- rasm).

122- rasm. 123- rasm.
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124- rasm. 125- rasm.

Rasmda to‘rtburchakli piramidaning asos tomonidan va
uning yon gqirralaridan birida yotgan A nuqtadan o'tuvchi
lekislik bilan kesimi yasalgan.

Mashqglar

1. Piramidaning asosi tomonlari 6 sm va 8 sm ga teng bo'lgan
to'g'ri to'rtburchak. Piramidaning har bir girrasi 13 sm
ga teng. Piramidaning balandligini hisoblang.

(Javob: 12 sm.).

2. Piramidaning asosi muntazam uchburchakdan iborat; yon
yoglaridan biri asosga perpendikular, golgan ikkitasi asosga
a burchak ostida og'ishgan. Yon qirralar asos tekisligiga
ganday og'ishgan?

(Javob: tga, = *tga, tga2 = tga3 = tga.)
3. Piramidaning asosi parallelogramm bo'lib, uning tomon-
lari 3 sm va 7 sm, diagonallaridan biri 6 sm, piramidaning
balandligi diagonallarining kesishgan nuqtasidan o'tib,

4 sm ga teng. Piramidaning yon girrasini toping.
(Javob: 5 sm, 6 sm.)

4- 8. Ko‘pburchak ortogonal proyeksiyasining yuzi

T a’rif. Shaklning berilgan tekislikdagi ortogonal proyek-
siyasi deb shaklning bu tekislikka perpendikular yo'nalishdagi
parallel proyeksiyasiga aytiladi.

101



Awal (3tekislikda yotuvchi to‘g‘ri chiziq va kesmalarning
a tekislikka ortogonal proyeksiyasini ko‘rib chigamiz.

pfla=a, (fCa) =® 0° < <90° (126- rasm).

@ tekislikda a to‘g‘ri chizigga parallel /, to‘g‘ri chizi<|
o0 ‘tkazamiz. Parallel proyeksiyalash to‘g‘ri chiziglarningparal
lelligini saqlaydi. Shuning uchun a va /, to‘g‘ri chiziglar a va
/ parallel to‘g‘ri chiziglarga akslanadi, bundan /J|/ ekaiu
kelib chigadi.

/, to‘g‘ri chizigning A”B{ kesmasi va uning AB obra/i
AjByABparallelogrammning garama-qgarshi tomonlari bo'ladi,
Chunki proyeksiyalovchi to‘g‘ri chiziglar parallel. Demak.
\AB\-\A"B]\ (126- rasmga garang).

(3 tekislikda a to‘g‘ri chizigga perpendikular mxto‘g‘n
chizigni ko‘rib chigamiz. m]to‘g‘ri chizigning m proyeksiyaM
ham a ga perpendikular (uch perpendikular haqidaj'.i
teorema). Shuning uchun (TAT) =&

Bundan a ga perpendikular bo‘lgan C,/), kesma va uninj),
obrazi CD uchun \CD\ = |C,Z>,| = cos9 tenglik bajarilishi kelib
chigadi.

Teorema. Kopburchakning tekislikdagi ortogonul
proyeksiyasining yuzi proyeksiyalanuvchi ko pburchak yuzini
kopburchak tekisligi bilan uning proyeksiyasi orasidagi
burchak kosinusiga ko'paytirilganiga teng.

Isboti. 3tekislikda yotuvchi uchburchak bilan
uning a tekislikdagi ortogonal proyeksiyasi , PQR ni ko ‘ril>
chigamiz (127- rasm).

@Bfla =a, (fCa) =< 0°<p<90° bo‘lsin. Agar Pv Qv A
nuqtalardan a ga parallel to‘g‘ri chiziglar o'tkazilsa, ulardan
biri uchburchakning garama-qarshi yotgan tomoni bilan unui
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tniy nuqtaga ega bo'ladi. Bunday to'g'ri chizigni R{nuqtadan
o'tuvchi /, to'g'ri chiziqg deb hisoblaymiz:
/,n [PIQN=M1.
IPXX va 16,1,1 kesmada Pxva Q, nuqtalardan to'g'ri
ihiziggacha masofalar bo'lsin.

Mv Kv Z, nuqgtalarning M, K, L proyeksiyalarini yasab,

I'QR uchburchakning yuzini PXQ”RXuchburchak yuzi bilan
ilodalaymiz.

Sapqr=x\RMW\PK\ + \RMWQL\.
Yugoridagi xulosalarga muvofiq

\RM\=\RM X, \PK\ = I/5AJcoscp; \QL\=1iQ.lJcosq);
i holda

“opr = (N [W [|Mi] +i|W|GiA[)cose =sapqRl cos.
Demak, SaPgqR = SaP{qiRi C0S9 .

Agar tekisliklar (3locbo'lsa, u holda uchburchak va uning
proyeksiyasi kongruent bo'ladi.

1 Og'ma tekislik bilan 45° li burchak tashkil etadi. Og'ma
asosida tekislikka og'maning proyeksiyasiga 45° li burchak
ostida to'g'ri chiziq o'tkazilgan. Shu to'g'ri chiziq bilan
og'ma orasidagi @burchakni toping.

2. To'g'ri parallelepiped asosining tomonlari 4 dm va 5dm,
ular orasidagi burchak 30°. Agar parallelepipedning te-
kislik bilan kesimi uning barcha qgirralarini kesib o'tishi va
asos tekisligi bilan 45° li burchak tashkil gilishi ma’lum
bo'lsa, kesimning yuzini toping.

5- §. Aylanish jismlarini tekislikda tasvirlash

L /to'g'ri chizig va /to'g'ri chizigga tegishli bo'Imagan
Nliyoriy M nuqta berilgan bo'lsin. M nuqtadan / to'g'ri
«In/.iqga perpendikular a tekislik o'tsin (128- rasm).
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128- rasm. 129- rasm.

Shu tekislikda 0=afl / markazli va \OM\ radiusli aylanani
ko‘rib chigamiz. Bu aylana M nuqtaning / o‘q atrofida
aylanishidan hosil bo‘lgan deb aytishni kelishib olamiz.

Tekislikda /to ‘g‘ri chizigdan o‘tuvchi / ’shakini, masalan,
ABC uchburchakni olamiz (129- a rasm).

® shaklga uning / ga tegishli barcha nuqtalarining va I
ga tegishli bo‘Imagan barcha nuqtalarining aylanishidan hosil
gilingan aylanalarning birlashmasini mos qo‘yamiz (129- b
rasm).

@ shakl F shaklning / o‘g atrofida aylanishidan hosil
bo'lgan deyiladi.

Agar @ shakl biror shaklning biror o‘g atrofida ayla
nishidan hosil bo‘lsa, u holda @ aylanish shakli deyiladi.

Ta’rif. To‘g‘ri to‘rtburchakni uning bir tomonini o'/
ichiga olgan o°‘q atrofida aylanishidan hosil bo'lgan shakl
silindr deyiladi.

Bu aylanishda to‘g‘ri to‘rtburchakning aylanish o'gid.i
yotmagan tomonlari silindrning sirti deb ataluvchi shakl hosil
giladi.

VIl sinf geometriya kursidan quyidagi atamalar si/up
ma’lum: silindrning asosi, yon sirti, balandligi, yasovchU!
(130- rasm).

Silindr yon sirtining va to‘la sirtining yuzi uchun wnug
mos yoyilmasining yuzi gabul gilinishini ham eslatib o'tami/
(131- rasm). Demak, ushbu formulalarga kelamiz:

Syn=2nRH, Sis=2kRH+2kR\
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a

130- rasm. 131- rasm.

Mashqlar

1. Silindrning: 1) o‘gidan o'tuvchi; 2) asosiga parallel;
3) o‘qiga parallel; 4) barcha yasovchilarini kesuvchi
tekislik bilan kesimi ganday shakl bo‘ladi?

(Javob: 3) to‘g‘ri to'rtburchak yoki
kesma; 4) tekislikning ellips bilan
chegaralangan gismi.)

2. Silindr o‘q kesimining yuzi 8 m2 asosining yuzi 12 m2
o'giga parallel va undan 1 m uzoqlikdagi kesimning yuzini
toping.

(Javob: ~ 6,87 m2)

3. Silindr shaklidagi buglqozonning diametri 1 m, qozon-
ning uzunligi 3,8 m, bug'ning bosimi 10 atm. Bug'ning
gozon sirtiga bosim kuchini toping.

(Javob: —1,4- 107 N.)
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Vv bob
FAZODAVEKTORLAR

Fazoda tekislikdagi singari vektor deb, yo naltirilgan kes-
maga aytiladi. Fazoda vektorlar uchun asosiy tushunchalar:
vektorning absolut kattclligi (moduli), vektorning yo nalishi,
vektorlarning tengligi tekislikdagi singari ta’riflanadi.

Boshi Aj (x,; yt; r,) nuqtada va oxiri A2(x2; y2; z2
nuqtada boigan vektorning koordinatalari deb x2-x,; Y2~¥
z2 - 1, sonlarga aytiladi. Xuddi tekislikdagi singari teng
vektorlarning mos koordinatalari tengligi va, aksincha,
koordinatalari teng vektorlarning tengligi isbotlanadi.

Bu esa vektorni uning koordinatalari bilan ifodalashga

asos bo'ladi: a {axX\ a2\ abv) yoki, soddaroq Yyozilsa,
(fl]j a2\ g3).
M asala. To'rtta nuqgta berilgan: A (2; -7; 3), 5(1; 0; 3),
C (-3; -4; 5), D (-2; 3; -1). AB, BC, DC, ab,AC i -1
vektorlar orasidan teng vektorlarni ko'rsating.
Yechilishi. Ko‘rsatilgan AB, BC, ... vektorlarning

koordinatalarini topish va mos koordinatalarni tagqgoslasli
kerak. Teng vektorlarning mos koordinatalari teng. Masalan

AB vektorning koordinatalari: 1- 2=-1, 0- 7=-7, 3-(-3) *
= 6; DC vektorning koordinatalari ham xuddi shunday;
-3-(-2)=-1,-4-3=-7,5- (-1) =6. Shunday qilib, All
va DC vektorlar teng. Teng vektorlarning yana bir juln
BC va AD dan iborat.

M ashqglar

1. Uchta nuqta berilgan: A (1; 0; 1), B (-1; 1; 2), C (0; 2; ),
Agar AB va CD vektorlar teng bo‘lsa, Z)(x; y; z) niu|
tani toping.

{Javob: D (-2; 3; 0))
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2. Agar 1- masalada AB va CD vektorlarning yig‘indisi
nolga teng bo'lsa, D nugtani toping.
{Javob: D (2; 1; -2).)
3. (2; n; 3) va (3; 2; /4) vektorlar berilgan. m va n ning
ganday giymatlarida bu vektorlar kollinear bo‘ladi?

(Javob: n=1]; /la=])

1- §. Fazoda Dekart koordinatalar sistemasi

Bitta O nuqtada kesishuvchi o‘zaro perpendikular uchta
X, ¥, z to‘g‘ri chizigni olamiz. Bu to‘g‘ri chiziglarning har
bir jufti orgali tekislik o'tkazamiz. x va y to‘g‘ri chiziglar
orgali o'tuvchi tekislik xy tekislik deyiladi. Boshqga ikki tekislik
mos ravishda xz va yz tekisliklar deyiladi. x, y, z to'g'ri
chiziglar koordinata o glari deyiladi, ularning kesishgan
O nuqgtasi — koordinatalar boshi, xy, yz va xz tekisliklar
esa koordinata tekisliklari deyiladi. O nuqta koordinata
o'glarining har birini ikkita yarim to'g'ri chizigga —yarim
o'glarga ajratadi. Ulardan birini musbat, ikkinchisini manfiy
deb aytishga shartlashib olamiz (132-a rasm).

Endi ixtiyoriy A nuqtani olamiz va undan yz tekislikka
parallel tekislik o'tkazamiz (132- rasm).

Bu tekislik x o'gqni biror Axnuqgtada kesib o'tadi. A nug-
i.ming x koordinatasi deb moduli OAxkesmaning uzunligiga
long songa aytamiz. Bu son, agar Ax nuqta x ning musbat

132- rasm.
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yarim o‘gida yotsa — musbat va manfiy, yarim o‘gida yotsa
—manfiy.

Agar Ax nuqta 0 nuqta bilan ustma-ust tushsa, x =0
deb olamiz. A nuqtaning y, z koordinatalari shu kabi
aniglanadi. Nugtaning koordinatalarini nuqtaning harfiy
belgilanishi yoniga qavs ichida yozamiz: A (x; y; z). Ba’zan
oddiygina qgilib uning koordinatalari bilan belgilaymiz: (x; y, r).

Masala. A (3; 1, 3), B (0; 1; 2), C(0; 0; 3), D (1; 2
0) nuqtalar berilgan. Bu nuqtalardan gaysilari: 1) xy tekis-
likda; 2) z o'qda; 3) yz tekislikda yotadi?

Yechilishi. xy tekislikdagi nuqtalarda z koordinata
nolga teng. Shuning uchun fagat D nuqgta xy tekislikda yotadi.
.yz tekislikdagi nuqtalarda x koordinata nolga teng. Demak, B
va Cnuqtalar yz tekislikda yotar ekan. i o‘gdagi nuqtalarning
ikkita koordinatasi (x va y) nolga teng. Shuning uchun C
nugta z o‘qda yotadi (133- rasm).

2- 8. IkKi nuqta orasidagi masofa

Fazoda Dekart koordinatalar sistemasi va Ax(X,; yx z3,
A2 (x2 y2; z2) nuqtalar berilgan bo'lsin. Bu nuqtalarorasidagi
masofani topish masalasi bilan shug‘llanamiz. Ax va A2
nugtalar mos ravishda Axva A2ning Oxy tekislikdagi proyek-
siyalari bo'lsin (134- rasm).
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_Tekislikda ikkita nuqgta orasidagi masofa formulasiga ko‘ra
AA2 kesmaning uzunligi

AA2=yl(x2-x,)2+ (y2-y{)2

bo'ladi. A nugtadan AXA2 kesmaga parallel chiziq o ‘tkazib,
uning AjAj chiziq bilan kesishgan nuqgtasini C orqali bel-
gilaylik.

U holda AXC kesmaning uzunligi \z2-z,| ga teng bo'ladi.
Ravshanki, A A2AtC to‘g‘ri burchakli uchburchak. Pifagor
teoremasidan foydalanib, A2AX= J-A2C2 + A,C2 nitopamiz.

Endi A2C = A2Ax ekanini e’tiborga olsak, u holda
A2A\ = J(x2-X1)2+(y2-y )2+ (z2~2{)2
bo'ladi.
Demak, AA2=J(x2- xrf + (y2- yt)2+ (z2- zX2.

Bu tenglikka fazoda ikki nuqta orasidagi masofani topish
formulasi deyiladi.

M ashqglar

1. xy tekislikda A (0; 1; -1), B (-1; 0; 1), C (0; -1; 0)
nuqtalardan teng uzoglashgan D (x; y, 0) nuqtani toping.
Yechilishi. Quyidagilarga egamiz:

AD 2=(x-0)2+0>- )2+ (0 + )2
BD2= (x+ )2+ (>'-0)2+ (0- )2
CD 2= (x- 0)2+ (y+ 1)2+ (0-0)2
Oldingi ikkita masofani uchinchisiga tenglab, x, y ni
aniglash uchun ikkita tenglama hosil gilamiz:
-Ay + 1=0, 2x - 2y + 1=0.
Bundan ¥ =1y, x = -1i .lzlanayotgan nuqta D (~] 0).

2. (0; 0; 1), (0; 1; 0), (1; 0; 0) nugtalarning har birida bir
xil masofada yotuvchi vayz tekislikdan 2 birlik masofadagi
miqtalarni toping.

{Javob: (2; 2; 2) va (-2; -2; -2).)
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3. x o'gida A (1; 2; 3), B (-2; 1, 3) nugqtalardan teng
uzoqglikdagi C (x; 0; 0) nugtani toping.

(Javob: C (0; 0; 0).)

4. A (1; 2; 3) nuqtadan va koordinatalar boshidan teng

uzoglashgan fazo nugqtalarining geometrik o ‘rni tengla
masini tuzing. (Javob: x +2y +3z=7.)

3- 8. Vektorning koordinatalari

a = AB vektorning boshi A (x,; y,; zt), oxiri esa B (n,,
y2 z2) nuqgta bo'lsin (135- rasm).

a, =x2-X,, a2=y2-y v a}=z2-zisonlarni a vektorning
koordinatalari deb ataymiz. Vektorning koordinatalarini uning
harfiy belgisi yoniga yoziladi. a (a,; a2 a3. Nol vektorning
koordinatalari nolga teng.

Koordinatalari av a2, a2dan iborat vektorning moduli

la] = VN2 + a\ +a]
ga teng.

Teorema. Tengvektorlar mos ravishda teng koordinata
larga ega, va aksincha, agar vektorlarning mos koordinatalaH
teng bo ‘Isa, vektorlar teng bo 1adi.

Isboti. Hagigatan, A, (X,; y,; z3 va A2(x2 y2 t)j
nuqgtalar a vektorning boshi va oxiri bo‘lsin, a vektoign

teng a' vektor a vektoriil
A2 x2y2Az) parallel ko‘chirish bilan Innl
gilingani uchun a' vektorning
boshi va oxiri mos ravislulu
Alxry['» Al (x, +cy, +d; z, +7%),
A{ (x2 +¢c; y2+d z2+An
nuqtalardan iborat bo'laill
Bundan ikkala a va a' wrh<
torning bir xil x, —x,; y2 »,
z2 - z, koordinatalarga t'g|l
ekanligi ko‘rinib turibdi.
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Mashqglar

1. Uchta nuqta berilgan: A (I; L 1), 2?(-1;0; 1), C (0; 1;1)
Shunday D {x; y; z) nuqtani topingki, AB va CD
vektorlar teng bo'lsin.

Yechilishi. AB vektorning koordinatalari (-2; -1; 0),
CD vektorning koordinatalari (x - 0; y -1; z -1) boladi.
AB =CD dan: x- 0=-2;y- 1=-1;z- 1=0. Bundan
D nuqgtaning koordinatalarini topamiz: x--2"',y = 0",z = 1

{Javob: D (-2; 0; 1)

2. Agar I) o (L -4), b (-4; 8); 2) a(2; 5), b4 3
bo‘lsa, a va b vektorlar yig‘indisiga teng bo'lgan ¢
vektorni va uning absolut giymatini (modulini) toping.

{Javob: 1) c (-3; 4), |c|=5; 2) c (6; 8), |c| =10.)

1 Agar 1) a (L -4), b(-4; 8); 2) a(-2;7), b (4 -1)
bo‘lsa, c- a- bvektorni va uning absolut giymatini
(modulini) toping.

{Javob: 1) c{5 -12), |d=13; 2) ¢ (-6; 8), [c = 10.)

4- 8. Kollinear va komplanar vektorlar

Ta’rif. Nolmas a va b vektorlar yo'nalishdosh yoki
ilaiama-garshi yo‘nalgan bo‘lsa, ular kollinear vektorlar deb
ntaladi.

Nolmas a va b vektorlar o‘zaro a = Xb (X"O)
ii'iiglik bilan bog‘langan bo‘lsa, bu ularning o‘zaro kollinear
bo'lishining zaruriy va yetarlilik sharti hisoblanadi.

Ta’rif. Nolmas a, b va ¢ vektorlar biror O nuqtada
tlo'yilgan vaqtda a = OA, b= 0B va c = OC vektorlar bir

il kislikda yotsa, u holda ular o'zaro komplanar vektorlar
deyiladi.



£, Teorema. Agar a va b vektorlar
kollinear bofimasa, ular bilan komplanar
bo'lgan har ganday c¢ vektor uchun
shunday Xva p (X, ue R) sonlar topiladiki,
uni. yagona tarzda c-Xa +\ib kabi
yozish mumkin.
Isboti. Bu yerda uch hoi bo'lishi
mumkin. c¢ vektor yo a vektor bilan,
yo b vektor bilan kollinear bo'ladi, yoki ikkalasi bilan ham
kollinear bo'Imaydi. Birinchi ikki holda kollinearlikning
yugorida aytib o'tilgan shartiga ko'ra yoki ¢ = Xa + 0 sb, yoki

136- rasm.

c =0ea +\ib kabi yozilib, teorema tasdig'i to'g'ri bo'ladi.

Endi uchinchi holda bu uchala vektorning boshini 0 nuqgtaga
go'yaylik va a = 0OA, b =0B, c = OC bo'lsin. Agar C nuqtadan
b vektorga parallel to'g'ri chiziq o'tkazsak, u OA to'g'ri chizigni
Axnuqtada, a vektorga parallel to'g'ri chiziq o'tkazsak, u OR
to'g'ri chizigni B{nuqtada kesib o'tadi (136- rasm).

Natijada OA vektor CL, vektor bilan, OB vektor 0BX
vektor bilan kollinear bo'lgani uchun: 0AX= Xa; 0BX=p.6.
Rasmdan ko'rinib turibdiki, OC = 0AX+ 0BX tenglikdan
¢ = Xa + [ib kelib chigadi.

Agar ¢ vektor A*A., shartbilanyana c=Aga+ L
kabi yoyilganda edi, c- c{=Xa+\ib- Xa+ b=(X- A)a+
+(1- DHN tenglik hosil gilish mumkin bo'lar edi. Bundan

a:’k_%jb kelib chigadi. a vektor b vektorga kollinear
degan xulosa yuzaga keladi. Bu teorema shartiga zid. Demak.
c - Xa +\ib kabi yoyilma mavjud va yagona ekan.

M ashqglar

Nolmas OA vektor berilgan. O nuqtadan ushbu vektorlami
go'ying:
1) iai; 2) -204; 3) -W ; 4) NOA; 5 -n104,
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5- §. Vektorlarning skalar ko‘paytmasi va
uning xossalari

a=(x;y; z) va b=(x"; y'\ z') vektorlar berilgan bo‘l-
sin. Ushbu xx'+yy'+zz’ son a va b vektorlarning skalar
kopaytmasi deyiladi va ab yoki (a,b) kabi belgilanadi.
Demak, ab - xx' +yy'+zz'm

Misol. Ushbu a (0; L 2) va b (3; 0; 5) vektorlarning
skalar ko'paytmasini toping.

Yechilishi. ab =xx'"+yy'+zz' formulaga binoan
ab=0-3+10+2 5=10 bo‘ladi. ab = 10.

Xossalari

1°. ab = ba .

2°. a(ab) = (aa)b.

3% a(b +c) =ab +ac.

Bu xossalarning isboti ta’rifdan kelib chigadi.

4°. ab = ;alPr-Z>.

Isboti. b vektorni uchta vektor yig'indisi ko'rinishi-
da ifodalaymiz.

b=(x;/; z)=(x"; 0;00+(0;/; 0)+(0;0;z")=bi+bi+bi-
U holda
Pr-6 = Pr-6i+ Pr-62 + Pr-63,
}a}Vxéb = a\Vr-b\ + aPr-62 + aPr-63
bo‘lib,
Pr-61 = x'cosa, Pr-62 =y'cosp, Pr-63 = z'cosy

tengliklarga ega bo‘lamiz. Bu yerda cosa, cos(3, cosy lar a
vektorning yo“‘naltiruvchi kosinuslaridir.
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Endi
x = [ajcosot, y = jo|cos(3, z = |alcosy
tengliklarni e’tiborga olib topamiz:

JAlPr-b = xx"+yy"'+zz'=ab.

5°. ab - |o|p|cosfl, b.
Isboti.4- xossadan foydalanamiz:

b =\a ?r-J) formulaga ko‘ra Pr-b = cosa bo'lib, bun-
dan esa

ab = |op|cosa, b
ekanligi kelib chigadi.

6°. aa = |0|2.

7°. a vektorning b vektorga perpendikular bo'lishi
uchun ab =0 tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.

6- 8. Vektorni uchta nokomplanar vektor
bo‘yicha yoyish

Uchta nokomplanar a, b va c vektorning yig'indisini
topish kerak bo'lsin.

Buning uchun parallelepiped qoidasidan foydalanamiz
(137- rasm). Ixtiyoriy O nuqtadan OA =a, OB="b, OC =c
vektorlarni qo'yamiz. Parallelepipedni shunday yasaymizki,
OA, OB, OC kesmalar uning qirralari bo'lsin. OS vektor
(bunda [05] parallelepipedning diagonali) —izlangan yig'indi
bo'ladi.

Hagigatan, OA+OB+0OC =0OA+AD+ DS =0S m

Nokomplanar a, b va c vektorlar berilgan bo'lsin.
Ixtiyoriy d vektorni

d - xa+yb +zc (n
shaklida ifodalash mumkinmi ekanini aniglaymiz.
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0 nuqtadan OA =a, Ob=b, OC=¢c, 0D =d vektor-

larni qo‘yamiz (138- rasm). AOB, BOC, COA turli tekisliklardir.
D nuqta bu tekisliklarning bittasiga ham tegishli bo'Imagan
holni ko'rib chigamiz.

D nugtadan AOB, BOC, COA tekisliklarga mos ravishda
parallel tekisliklar o‘tkazamiz.Hosil gilingan parallelepipedda
OD kesma diagonal bo‘ladi.

Parallelepipedning O uchidan chiqqgan qirralari uchlarini
A, Bv C, bilan belgilaymiz.

Parallelepiped qoidasiga ko'ra OD = OAi + OB\ + OC\.
Ammo OAi va OA vektorlar kollinear, shuning uchun
OA\ = x OA . Shunga o‘xshash, OB\ =y OB, OC\ =z OC =
Demak, OD =xOA +yOB +z0C yoki d =xa +yb +zc.

Agar D nuqta AOB tekislikka tegishli bo‘lsa, OA, OB,
OD vektorlar komplanar, demak, d =xa +yb . Bu holda
(1 tenglikda £=0 deb faraz gilamiz.

D nuqta BOC yoki COA tekisliklarga tegishli bo'lgan
hollar shunga o ‘xshash garab chiqiladi (o'quvchining o ‘ziga
havola etiladi).

Nokomplanar a, b va c vektorlar berilgan bo‘lsa, d
vektorni xa +yb + zc yig‘indi shaklida tasvirlash d vektor-
ni a, b, c vektorlar bo yicha yoyish deyiladi. Hosil gilingan
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yoyilmaning yagona ekanligini, ya’ni d =xa +yb +zc va
d =xxa + y\b + 2C tengliklardan x =jc,; y =y {; z = Z degan
xulosa kelib chiqgishini isbot gilish mumkin. Demak, quyidagi
teorema o'rinli.

Teorema. Fazoning har bir vektori uchun berilgan uchta
nokomplanar vektor bo yicha yagona yoyilma mavjuddir.

Mashqlar

1. OABC tetraedr ABC yog'ining medianalari M nuqta kesi-
shadi. OA vektorni OB, OC, OM vektorlar bo'yicha
yoying.

{Javob: OA=-0B-0OC + LM )

2. ABCD parallelogramm tekisligidan tashqarida 0 nuqgta
olingan. a = OA, b = OB, ¢ = OC vektorlar bo'yicha ushbu

vektorlarni yoying: 1) , bunda M =(AC n BD)\
2) OD; 3) OK , bunda K nuqta AD kesmaning o'rtasi.
(Javob: 1) 0,5a+ Ob+0,5¢ ;

2) a+(-I)b +¢c; 3) a- 0,55b+0,5¢c.)
3. ABCD tetraedrda ABC yog'ining AAXmedianasini P nuqta
AR\ : |14,|= 3 : 7 nisbatda bo'ladi. DP vektorni DA, DB,

DC vektorlar bo'yicha yoying.

(Javob: DP =~DA +~DB +~D C.Ko'rsat ma. Masa-

lashartidan kelib chigadigan AP =| /L, tenglikning ikkala
gismiga vektorlarni ayirish formulasini tatbiq giling.)

7- §. Vektorlar algebrasi elementlari

Vektorlar algebrasi elementlari vektor ustida arifmctik
amallarni (qo'shish, ayirish, ko'paytirish, bo'lish) va ular-
ning xossalarini o'z ichiga oladi, buning uchun vektorjai
fazosi tushunchasini o'rganib, keyin uning xossalarini kelli
ramiz.
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Agar a vektorning boshi koordinatalar boshi bilan
ustma-ust tushgan bo‘lsa, uning oxiri fazoda biror M nuqtani
aniqlaydi. Va aksincha, fazodagi har ganday M nuqtaga OM
vektor mos keladi.

Demak, bunday vektorlar to‘plami bilan uch o'lchovli
fazodagi M (x; y; z) nuqtalar orasida o‘zaro bir giymatli
moslik o'rinli bo‘lib, bu uch o‘lchovli R} fazo vektorlarfazosi
ham deyiladi. a vektor o‘zining koordinatalari (X; y; 2)
bilan aniglanadi va a (x; y; z) kabi yoziladi.

Vektorlar fazosida a (x; y; z), b (x'; y'; z') vektorlar
va a skalar son berilgan bo‘lsin.

Quyidagi ¢ (x +x'; y +y"; z +z') vektor a va b vek-
torlarning yig‘indisi deyiladi va a + b kabi belgilanadi. Demalk,
{fa+b} (x+x';y+y; z+12z").

a va b vektorlarning ayirmasi deb, (x-x';y-y";
z-z"') vektorga aytiladi va a -b kabi belgilanadi. Demalk,
a-b =(x-x"; y-y'; z-z").

a vektorning a songa ko‘paytmasi ushbu (ax; ay, az)
vektor bilan belgilanadi, ya’ni aa = (ax; ay; az).

Vektorlar ustidagi arifmetik amallar uchun (vektorlar
algebrasi elementlarida) quyidagi xossalar o ‘rinli:

1°. a+b=b+a (kommutativlik xossasi).

2°. a+ (b +c)- (a+h)+c (assotsiativlik xossasi).

Fa+0=a-

4°. Har ganday a vektor uchun shunday b vektor
mavjudki, a+b=0 bo‘ladi. b vektor a vektorga teskari
vektor deyiladi.

5°. a(a+b)=aa +ab. (a+(3a=aa+ fia (distributivlik
X0ssasi).

6°. oc((3a) = otpfl.
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ASOSIY FORMULALAR

Ixtiyoriy uchburchak (a, b, ¢ —tomonlari, a, 3 y —
tomonlar garshisidagi burchaklar, p —yarim perimetr, R —
tashqgi chizilgan aylana radiusi, r — ichki chizilgan aylana
radiusi, S —yuz, ha—a tomoniga tushirilgan balandlik):

S=~amha; S="bxmswina; p=at--',

S-Jp(p-a)p-b)(p-c) r=f, R=eg.

Tot Ti burchakli uchburchak (a, b —Kkatetlari; ¢ —gipo-
tenuza; ac, b. —katetlarning gipotenuzadagi proyeksiyalari):

S =\ab-, S=\chc; r=n \ R =
a2+b2=c2 (Pifagor teoremasi);
hc ~bc” a~c’” b~c’
a =csina = ccos @= £tga = Z>ctg(3.
Teng tomonli uchburchak:
a=@=y=60% S= r=~,; R=

Ixtiyoriy to'rtburchak (dxva d2 —diagonallari; ¢ —ular
orasidagi burchak; S —yuz):
S = ~d2d{sing> .

Parallelogramm (a va b —tomonlari; q@—ular orasidagi
burchak; ha—a tomoniga tushirilgan balandlik):

S =aha = aE>sin<p = i dxd2sin<p .

Kvadrat (d —diagonal):
S=a2=£-.
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Romb:
S = aha = a2sirup = ~dxd2.

Tof Ti to rtburchak:
S = ab —d\d2 esing.

Trapetsiya (a va b —asoslari; h — asoslari orasidagi
masofa; / —o‘rta chizigi):

S=st+x. h=1 h.

Ichki chizilgan ko pburchak (p —yarim perimetr; r —tashqi
chizilgan aylana radiusi):

S=pr.
Muntazam ko pburchak (an — n burchakli muntazam

ko'pburchakning tomoni; R —tashqi chizilgan aylana radiusi;
r —ichki chizilgan aylana):

a3=R-J3; a4 =RJ2; a6=1/7

’

Aylana (r —radius; C — aylana uzunligi; S — doira
yuzi):
C=2nr; S=nr2.

Sektor (I —yoy uzunligi; n° — markaziy burchakning
gradus o ‘lchovi; a —markaziy burchakning radian o ‘Ichovi):

l=wl=nx- S=~2 =lr2a.
180° 360° 2

Ixtiyoriy prizma (I —yon qgirrasi; p —asosining perimetri;
S - asosining yuzi; H — balandlik; pks - perpendikular
kesimning perimetri; Sym—yon sirtining yuzi; V - hajm):

V =Pkes'l, V=S H.
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To{ ri prizma:
Syon =P [ -

To'g'ri burchakli parallelepiped (a, b va ¢ — uning
o‘lchamlari; d — diagonali):

Syon-p H; V =abc; d2=a2+b2+c2.
Kub (a —qirrasi):
V=a3;, d- al3

Ixtiyoriy piramida (S — asosining yuzi; H —balandlik;
V —hajm):

V =\SH .
Muntazam piramida (p —asosining perimetri; 1 —apo-
femasi; 5 —yon sirtining yuzi):
s,m=\ph v =isH.

Ixtiyoriy kesik piramida (S{va S2 — asoslarining yuzi;
h —balandlik; V —hajm):

V=1/1(5,+52+Y ag).

Muntazam kesik piramida (p,va p2 — asoslarining peri-
metri; / —apofemasi; Syn —yon sirtining yuzi):

~yon +Pi)l-

Silindr (R —asosining radiusi; H —balandlik; Syn—yon
sirtining yuzi; B —hajm):
Sy = 2tiRH; V = kR2H .

Konus (R — asosining radiusi; H — balandlik; /
yasovchi; Sym —yon sirtining yuzi; V —hajm):

Syon=nRIl; V =\ kR2H.
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Shar, sfera (R —shar radiusi; S —sferik sirtning yuzi;
V —hajm):

S =4nR2; V=\nR\
Shar segmenti (R — shar radiusi; h — segmentning
balandligi; S —segmentning sferik gismi yuzi; V—hajm):
S =2nRh; V = KRI(R-\h).
Shar sektori (R —shar radiusi; h —segmentning baland-
ligi; V—hajm):
F =] nR2h:

Burchaklarning radian va gradus o ‘Ichovlari orasidagi
bog’'lanish:

1 radian = AI'I =57°17'45".

r = » 0,01745 rad.
180-

a® : 180° = a : n, bundan a =
180-

Tog ri burchakli uchburchakning elementlari orasidagi
bogianishlar:

a +[3=90°; a=csina; a - ccos(3 = btga ;
b=ccosa; b=csin(3=atg[3; c2=a2+b2.
Tof ri burchakli uchburchaklarni yechish formulalari.

Berilgan :c, a. Bu holda
3=90°-a; a=csina; [B=ccosa.
Berilgan: a, a. Bu holda

3=90°-a; b=actga;, c

~ sina °
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Berilgan: a, b. Bu holda

Berilgan:a, c. Buholda

sina=f;; @=90°-4a, b=

Ixtiyoriy uchburchakning elementlarini hisoblash formu-
lalari (a, b, ¢ — uchburchakning tomonlari, a, 3 vy -
uchburchakning burchaklari, p - yarim perimetr, R —tashqi

chizilgan aylana radiusi, r — ichki chizilgan aylana radiusi,
S —yuzi, h —balandlik):

1. Proyeksiyalar teoremasi:
a=bcosy+ccos|3,
b=ccosa +acosy,
c =acos(3 + bcosa.
2. Sinuslar teoremasi:
sma s‘n smy

3. Kosinuslar teoremasi:
a2=h2+c2- 2becosa ,
b2 = a2+ c2*- 2accos(3 ,
c2=a2+b2- 2abcosy .

Uchburchakning yuzi:

Ichki va tashqi chizilgan doiralarning radiuslari:

oLl D
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r- S i(p-a)(p-b)(p-c) .
P \% p

asin|sin|

r=(p-a)tgf = 532

Vektorlar va koordinatalar

Nolmas vektorlarning kollinearlik alomati:
b =ka, kK ®0.
Uchta vektorning komplanarlik alomati:

c=xa+yb.
Vektorlarning yig indisi va ayirmasi:

axh = (xxzx2;yxxy2; IXt 22) .
Vektorning songa Ko paytmasi:
ka = (kx; ky, kz).
Vektorlarning skalar ko paytmasi:
a b=xx2+yx2+zx2.
Vektor uzunligi:

\a\=J? my2 mz2

A va B nuqtalar orasidagi masofa:

\AB\ = J(x2 - xX)2+ (y2- yx)2+(z2- )2

Tekislik tenglamasi:
a(x-x0)+2Z)(y-y0)+c(z-20)=0.
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